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1 Определители и системы 
 
1 Вычислите определитель третьего порядка двумя способами. 

 

1    
1 2 4
5 1 2
3 1 1

. 11    
2 0 4
5 2 7
2 5 5

. 21    
5 2 1
1 3 1

11 1 3
. 

2    
4 2 1

11 3 4
11 3 2



. 12    
3 2 1
2 1 3

2 0 2







. 22    
1 2 0
0 1 3
5 0 1

. 

3    
2 0 5
1 3 16
0 1 10

. 13    
2 1 3
2 3 2

0 2 5



 . 23    
2 1 0
1 0 3
0 5 1

. 

4    
2 0 1
1 4 1
1 8 3

 



. 14    
2 3 4
5 2 1
1 2 3

 . 24    
1 2 5
3 4 7
3 12 15



 

. 

5    
2 5 6
1 2 5
1 3 2

. 15    
0 2 1
2 1 3

3 2 1



 

 

. 25    
12 6 4
6 4 4
3 2 8



. 

6    
2 3 1
6 6 2
2 1 2







. 16    
1 4 6
2 1 7
3 5 2

 



. 26    
1 5 2

0 8 4
2 3 8



. 

7    
3 4 2
1 1 4
5 2 10

 . 17    
2 1 0
1 0 3
0 5 1

. 27    
1 2 2
2 1 1
3 1 4



 . 

8    
6 3 0
4 1 3
2 3 2



 

. 18    
4 1 2
1 2 3
2 3 1




. 28    
1 2 3
3 1 2
2 3 1

. 

9    
2 1 1
5 1 2
1 2 1



 . 19    
0 2 3
5 1 4
2 1 1







. 29    
1 0 3
2 5 4
3 2 1





. 

10    
1 2 0
2 1 5
3 1 1

 . 20    
2 1 1
5 1 3
2 1 2

. 30    
3 3 2
4 5 1
5 0 3



 . 
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2 Решите систему уравнений по формулам Крамера и матричным 
способом. 

 

1  
2 4,
3 4 2 11,
3 2 4 11.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 10  
2 0,
3 4 2 5,
3 2 4 5.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

2  
2 4 13,

5 2 2,
3 2.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 11  
2 3 0,

2 2 4 4,
3 3.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

3  
1,

2 2 3,
4 4 1.

x y z
x y z
x y z

   


  
    

 12  
2,

2 1,
3 4.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

4  
5 6 2 18,
2 5 3 4,
4 3 2 9.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 13  
3 2 5,
2 3 1,
2 3 11.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

5  
2 2 4,

2 1,
4 4 2.

x y z
x y z
x y z

   


   
    

 14  
3 5 0,
4 3 2 1,
5 3 7.

x y z
x y z
x y z

  


   
    

 

6  
2 2 1,
3 3 6,

3 3 0.

x y z
x y z
x y z

  


   
   

 15  
0,

2 2 3 4,
2 2 3 11.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

7  
3 4,
2 5 3 17,

0.

x y z
x y z

x y z

  


   
   

 16  
2 1,

6,
3 4.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

8  
5 7,

2 0,
2 2.

x y z
x y z

x y z

   


  
   

 17  
3 4 2 8,
2 3 1,

5 0.

x y z
x y z

x y z

  


   
   

 

9  
2 4 20,
2 3 3,
3 4 5 8.

x y z
x y z
x y z

  


  
    

 18  
5 7,

2 4,
3 2 4 11.

x y z
x y z
x y z
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19  
7 5 2 18,

3,
2 2.

x y z
x y z
x y z

  


  
    

 25  
3 5,
2 0,

2 4 15.

x y
x y z

x y z

 

   
   

 

20  
2,

2 6 1,
3 2 8.

x y z
x y z
x y

  


   
  

 26  
2 3 3,
3 4 5 8,

2 7 17.

x y z
x y z

y z

  


  
  

 

21  
2 3 6,

2 3 4 16,
3 2 5 12.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 27  
2 3 7,

3 2 0,
2 2.

x y z
x y z

y z

  


  
  

 

22  
4,

2 3 1,
2 3 11.

x y
x y z
x y z

 


  
   

 28  
11 3 2,
2 5 5 0,

2.

x y z
x y z

x y z

  


  
   

 

23  
2 2 3,

2 0,
1.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 29  
2 15,

2 3 9,
3 2 6.

x y z
x y z

x y z

  


  
    

 

24  
5 6 4 3,
3 3 2 2,
4 5 2 1.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 30  
2 7,
3 2 7,

2 3 14.

x y z
x y z
x y z

  


  
   

 

 
3 Вычислите определитель 4-го порядка, используя свойства 

определителя. 
 

1  

3 1 3 2
0 1 5 3
3 1 1 4
6 3 13 1







 

. 3  

2 1 1 1
2 2 0 3
3 3 1 1
2 6 2 5





 

 

. 5  

2 1 1 1
2 2 1 0
3 3 0 1
2 6 2 2





 

 

. 

2  

1 2 3 4
1 2 3 4

2 4 6 8
0 1 0 2

 
. 4  

1 1 2 3
3 1 1 2
2 3 1 1
1 2 3 1

  

 



. 6  

1 2 3 2
1 1 2 3
3 2 1 2
2 3 2 1



  





. 
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7    

1 2 3 4
2 1 2 3
3 2 1 2
4 3 2 1

. 15   

0 1 3 4
1 0 2 3
3 2 0 5
4 3 5 0









. 23   

1 3 5 7
3 5 7 1
5 7 1 3
7 1 3 5

. 

8    

1 5 3 4
3 1 2 0
5 7 0 10
0 3 5 0







. 16   

2 1 5 1
1 3 0 6
0 2 1 2
1 4 7 6

 





. 24   

2 1 3 2
3 3 3 2
3 1 1 2
3 1 3 1



 



. 

9    

1 2 1 1
2 1 1 1
1 1 2 1
1 1 1 3







. 17   

4 1 0 1
1 3 4 0
0 3 2 4
1 2 1 3







 

. 25   

2 1 1 1
2 1 0 3
3 0 1 1
2 2 2 5

 

 





. 

10  

1 1 1 1
0 1 2 1
1 1 0 1
1 3 2 0

 



 

 

. 18   

5 1 0 1
3 3 1 4
3 0 2 1
1 4 0 1









. 26   

2 0 1 4
1 2 1 1
2 1 1 1
1 1 2 1





. 

11  

2 6 2 2
1 3 5 7
3 5 7 1
5 7 1 3



. 19  

1 5 0 0
2 1 3 2
3 1 1 2
1 1 3 1



 

 

. 27   

1 4 0 1
1 1 2 3
2 3 1 1
1 2 3 1

 

 



. 

12  

5 1 1 3
1 2 3 2
2 1 2 3
3 2 1 2





  



. 20  

4 2 1 4
1 1 1 1
3 0 1 1
2 2 2 5

 

 





. 28   

2 0 1 2
0 1 2 1
1 1 0 1
1 3 2 0

 



 

 

. 

13  

1 1 1 1
2 1 2 3
3 2 1 2
4 3 2 1



. 21  

1 1 1 1
1 0 2 2
1 1 0 1
1 3 2 0

 



 

 

. 29   

2 1 1 3
3 1 1 5
1 2 1 2
2 3 1 1









. 

14  

2 1 2 2
3 2 1 1
1 3 1 3
4 2 2 5





  
. 22  

1 2 3 4
2 3 4 5
3 1 1 7
2 1 6 3

 



 

 

. 30   

2 3 3 4
2 1 1 2
6 2 1 6
2 3 0 5







. 
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2 Матрицы 
 
1 Выполните действия (3А + В)·(2В ‒ А) над матрицами А и В. 

 

1 
1 2 3
3 2 1

1 0 1
A

 
 

   
 
 
 

, 
1 3 2
2 2 1
3 1 3

B
 

 
  
 
   

. 9 
2 0 3
2 1 1
1 0 2

 
 

 
 
   

A , 
4 3 2
1 3 5
3 2 1

B
 
 


 
 
 

. 

2 
4 1 4
1 2 1

2 1 2
A

 
 

   
 
   

, 
2 1 0
1 2 2
1 2 1

B
 
 


 
  

. 10 
2 5 6
1 2 5
1 3 2

A
 

 
 
 
  

, 
1 3 2
3 4 1
2 5 3

B
 

 
 
 
  

. 

3 
2 1 1
3 1 0
0 1 2

A
 
 


 
 
 

, 
2 1 1

0 1 2
3 1 0

B
  
 

 
 
  

. 11 
4 5 6
1 0 3
1 2 1

A
 
 

 
 
   

, 
0 1 2
1 1 2
3 1 2

B
 

 
  
 
 
 

. 

4 
3 2 1
0 1 2
5 7 1

A
 

 
 
 
 
 

,  
0 3 1
2 1 2
3 1 4

B
 

 
 
 
  

. 12 
3 4 5
1 0 2
2 1 1

A
 
 

 
 
   

, 
0 1 2
1 1 2

3 1 0
B

 
 

 
 
  

. 

5 
7 3 0
1 1 0
2 0 3

A
 

 
 
 
 
 

, 
4 2 1

1 0 1
3 2 1

B
 
 


 
 
 

. 13 
1 2 3
0 2 3
1 1 1

A
 
 

 
 
 
 

, 
4 2 1
1 2 0

2 3 1
B

 
 

 
 
  

. 

6 
1 2 2
1 1 2
1 1 1

A
  

 
 
 
   

, 
0 3 5
4 1 0
1 1 2

B
 
 


 
 
 

. 14 
1 1 2
3 0 2
2 1 1

A
 

 
 
 
  

, 
1 0 2

2 1 1
2 1 1

B
  

 

 
   

. 

7 
2 1 1
1 5 3
3 7 2

A
 

 

 
  

, 
2 1 0
3 2 1

1 3 1
B

 
 

 
 
  

. 15 
2 5 1
0 2 1
1 7 1

A
 

 

 
 
 

, 
4 2 1
1 2 0

2 3 1
B

 
 

 
 
  

. 

8 
1 3 4
6 6 5
1 2 11

A
 
 


 
  

, 
0 3 5
4 1 0
1 1 2

B
 
 


 
 
 

. 16 
1 1 0
5 1 1
1 11 2

A
 

 
 
 
 
 

, 
1 0 2

2 1 1
2 1 1

B
  

 

 
   

. 
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17 
4 2 0
1 1 2
3 2 0

A
 

 

 
  

, 
2 1 0
3 2 1

1 3 1
B

 
 

 
 
  

. 24 
2 3 1
1 2 0
4 3 1

A
 
 

 
 
  

, 
1 2 6
1 1 3
4 3 0

B
 

 
 
 
  

. 

18 
2 3 1
4 1 0
0 1 2

A
 
 

 
 
 
 

, 
5 3 1
1 2 0
3 1 1

B
 
 

 
 
  

.  25 
2 3 1
1 2 4

5 3 0
A

 
 

 
 
 
 

, 
5 3 1
1 2 1
3 1 1

B
 
 

 
 
  

. 

19 
5 3 1
2 0 4
3 5 1

A
 

 

 
  

, 
0 2 16
2 4 3
1 3 4

B
 

 

 
  

. 26 
3 2 5
4 2 0
1 1 2

A
 

 

 
 
 

, 
22 14 3
6 1 0
1 3 1

B
 

 
 
 
 
 

. 

20 
2 3 1
4 1 0
0 1 2

A
 
 

 
 
 
 

, 
9 8 7
2 7 3
4 3 5

B
 
 


 
 
 

.  27 
1 4 2
2 1 2
0 1 1

A
 
 

 
 
  

, 
2 7 13
1 0 5

5 13 21
B

 
 

 
 
 
 

. 

21 
4 2 1
3 2 0
0 1 2

A
 
 

 
 
  

, 
1 4 16
3 2 0

6 7 2
B

 
 

  
 
 
 

. 28 
1 2 3

2 3 5
1 4 1

A
 
 


 
  

, 
1 2 4

0 3 2
1 3 4

B
 
 


 
   

. 

22 
5 1 3
0 2 1
2 1 0

A
 

 
 
 
   

, 
9 8 7
2 7 3
4 3 5

B
 
 


 
 
 

. 29 
5 2 0

10 4 1
7 3 2

A
 
 


 
 
 

, 
4 6 2
4 10 1
2 4 5

B
 

 

 
  

. 

23 
2 3 1
4 5 2
1 0 7

A
 

 

 
  

, 
2 1 2
5 7 2
1 0 1

B
 
 

  
 
  

. 30 
4 5 2
3 1 0
4 2 7

A
 

 
 
 
 
 

, 
4 1 3
1 6 1
2 2 16

B
 
 


 
 
 

. 

 
2 Исследуйте на совместность систему линейных алгебраических  

уравнений по теореме Кронекера-Капелли. В случае совместности решите 
систему методом Гаусса. 
 

1  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1,
3 2 4,
2 3 8,

2 3 4.

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   


    


    
     

 2  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 6,
2 3 8,

3 2 2 4,
2 3 2 8.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
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3  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 3,
2 5 3 1,
4 9 5 7,
2 3 13 7 11.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 10  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 2,
2 3 4 5 8,
3 7 2,
2 6 3 7.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

    


   


    
    

 

4  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 4 6,
3 2 7 8,

4 4 5 9 2,
2 3 6 1.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 11  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4,
2 2 3 1,
3 2 2 1,
4 3 2 1.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

    


   


   
     

 

5  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0,
2 5 3 9,
4 3 4 3 16,
3 4 4 3.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
     

 12  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 5,
2 2 3 1,
3 2 2 1,
4 3 2 5.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
     

 

6  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4,
2 4 3 2,
3 6 2 1,

3 4 2 6.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 13  

1 2 3

1 2 4

1 3 4

1 3 4

4 3 5 5,
3 2 5 12,

2 3 4,
3 4 5.

x x x
x x x
x x x
x x x

  


  


   
    

 

7  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2,
3 5 2 3,

4 3 1.

x x x x
x x x x
x x x x

   


   
     

 14  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 7 12,
3 5 7 0,
7 3 5 16,
5 7 3 4.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 

8  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5,
3 5 7 4 1,
4 3 7 5 2,
4 6 12 16.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 15  

1 2 3 4

1 2 3

1 2 4

2 3

5 3 4 20,
3 2 9,
5 7 10 9,

3 5 1.

x x x x
x x x
x x x

x x

   


  


   
  

 

9  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 3 2 3 2,
2 4 5 1,

2 3 7 6 3,
3 4 2.

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   


   


   
    

 16  

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8,
3 6 9,

2 2 5,
4 7 6 0.

x x x x
x x x

x x x
x x x x
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17  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 2,
3 2 1,

3 2 5 3 3,
4 3 2 4.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 24  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 4,
3 3 3 2 6,
3 2 6,
3 3 6.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 

18  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3 4 1,
2 3 2 3 2,
4 2 3 2 3.

x x x x
x x x x
x x x x

   


   
    

 25  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 8,
2 5,

2 1,
3 10.

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

   


   


    
    

 

19  

1 2 4

1 2 3

2 3 4

1 2 3 4

4 9,
3 4 7,

3 2 4 12,
2 3 0.

x x x
x x x

x x x
x x x x

   


   


  
    

 26  

1 2 3 4

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

2 1,
2 3 2,
3 3,
2 2 2 5 6.

x x x x
x x x
x x x
x x x x

   


  


   
     

 

20  

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

1 2 3

0,
2 2,

1,
3 2 0.

x x x x
x x x

x x x
x x x

   


  


   
   

 27  

1 2 4

1 2 3 4

1 3 4

1 2 4

5 9,
3 3 4 7,
3 2 16,

4 0.

x x x
x x x x
x x x
x x x

   


    


   
   

 

21  

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 9,
2 8,

2 5,
2 1.

x x x
x x x x
x x x x

x x x x

  


   


   
     

 28  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 6 2 2 12,
3 5 7 12,

3 5 7 0,
5 7 3 4.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   


   


   
    

 

22  

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2,
2 3 1,

2 3 6,
2 3 4.

x x x
x x x x
x x x x

x x x x

  


   


    
     

 29  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 4,
2 3 2 6,

2 2 3 8,
3 2 2 4.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

    


   


   
    

 

23  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

4 2 4 3,
2 1,
3 3,
2 2 2 5 6.

x x x x
x x x x
x x x
x x x x

   


   


   
     

 30  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 3,
3 2 3,

3 3 0,
4 2 2 5 15.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
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3 Векторы 
 
3.1 Линейные операции над векторами 
 

1 На плоскости даны два вектора (2; 3)a    и (1;2)b  . Найдите 
разложение вектора (9;4)q   по базису  ,a b . 

2 Даны три последовательные вершины параллелограмма (1; 2;3)A  , 
(3;2;1)B , (6;4;4)C . Найдите его четвертую вершину D . 

3 Даны вершины четырехугольника ABCD :  1; 2;2A  ,  1;4;0B , 
 4;1;1C  ,  5; 5;3D   . Докажите, что его диагонали взаимно перпендику-

лярны. 
4 В четырехугольнике ABCD  AB m , BC n , CD p . Найдите 

разложение вектора EF  по векторам m , n , p , где E  и F – середины диа-
гоналей AC  и BD . 

5 Дан правильный шестиугольник ABCDEF . Найдите разложение 
векторов BC , CD , EF , ED  по векторам p AB , q AF . 

6 Дана трапеция ABCD , у которой основание AB  в 2 раза больше 
основания CD . Точки M  и N  – середины оснований. Найдите разложение 
векторов AC , MN  и BC  по векторам AB a ,  AD b . 

7  В треугольнике ABC  проведены медианы AD , BE , CK . Дока-
жите, что 0AD BE CK   . 

8 Точка O  – центр правильного шестиугольника ABCDEF . Найди-
те разложение векторов OA , OB , OC , OD  по векторам p OE , q OF . 

9 Дан параллелепипед 1 1 1 1ABCDA BC D , в котором 1 1B A a , 1 1B C b , 

1B B c . Разложите вектор 1B M  по векторам a , b  и c , где M  – точка пе-
ресечения AC  и BD . 

10 Дан параллелограмм ABCD , K AB , AK KB , L DC , 
1
2

CL DL . Выразите вектор KL  через векторы a  и b , если a AB , b AD . 

11 Дан параллелограмм ABCD , K BC , BK KC , AB m , 
AD n .  Выразите вектор AK  через векторы m  и n . 

12 Дан параллелограмм KLMN , A MN , : 1:2MA AN  , KL a , 
KN b . Выразите вектор AK  через векторы a  и b . 

13 Даны три вектора (5;4)a  , ( 3;0)b   , (19;8)c  . Найдите раз-
ложение вектора c  по векторам a  и b .  

14 Найдите разложение вектора c  по векторам a  и b , если 
(4; 2)a   , (3;5)b   и (1; 7)c   .  
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15 В ромбе ABCD за базисные взяты векторы 1AC l  и 2BD l . 
Найдите координаты векторов AB , AC , CD , DA  в этом базисе. 

16 На трех некомпланарных векторах 1AB l , 2AD l  и 1 3AA l  по-
строен параллелепипед 1 1 1 1ABCDA BC D . Найдите координаты векторов BC , 

CD , AB , AD , AC , 1AC , 1CA , BD , DB  в базисе  1 2 3, ,l l l . 

17 В правильном шестиугольнике ABCDEF  векторы 1AB l  и 

2AE l  выбраны в качестве базисных. Найдите в этом базисе координаты 
векторов AC , AD , AF , EF . 

18 Пусть  1 22,l l  – произвольный базис на плоскости. Диагонали па-

раллелограмма построены на векторах 1 2a l l   и 1 22b l l  . Найдите ко-
ординаты этих диагоналей. 

19 Докажите, что  точки (3; 1;1)A  , (1;2; 1)B  , ( 1;1; 3)C   , (3; 5;3)D   
являются вершинами трапеции. 

20 Дан тетраэдр ABCD . K BC , CK KB , AD a , AB b , 
AC c . Выразите вектор DK  через векторы a , b , c . 

21 На плоскости даны два вектора (2; 3)p    и (1;2)q  . Найдите 
разложение вектора (9;4)a   по базису  ,p q . 

22 Даны точки ( 1;5; 10)A   , (5, 7,8)B  , (2;2; 7)C  , (5; 4;2)D  . До-
кажите, что векторы AB  и CD  коллинеарны. Установите, длина которого 
из них больше и во сколько раз. Определите, как они направлены – проти-
воположно или сонаправленно? 

23 Даны три вектора (3;1)a  , (1; 2)b   , ( 1;7)c   . Найдите раз-
ложение вектора p a b c    по базису  ,a b . 

24 На плоскости даны четыре точки (1; 2)A  , (2;1)B , (3;2)C , 
( 2;3)D  . Определите разложение векторов AB , BD , CD  и AD BD CD  , 

принимая в качестве базисных AB  и AC . 
25 В ромбе ABCD  даны диагонали AC a , BD b . Разложите по 

этим двум векторам все векторы, которые совпадают с медианами  ABC . 
26 Даны три вектора (3; 2;1)p   , ( 1;1; 2)q    , (2;1; 3)r   . 

Найдите разложение вектора (11; 6;5)c    по базису  , ,p q r . 
27 Векторы AB c , BC a , CA b  образуют треугольник ABC . 

Выразите через векторы a , b , c  векторы AM , BN , CP , которые совпа-
дают с медианами треугольника ABC . 

28 Проверьте,  является ли четырехугольник с вершинами в точках 
(1;1;1)A , (4;4;1)B , (7;1;1)C , (4; 2;1)D   квадратом. 

13



29 Дан треугольник с вершинами (7;5; 4)A  , (4;9;1)B , (6; 3; 7)C   . 
Вычислите длину медианы, проведенной из вершины A . 

30 Найдите длины диагоналей параллелограмма, построенного на 
векторах (3; 5;8)a   , ( 1;1; 4)b    . 

 
3.2 Скалярное произведение двух векторов и его свойства 
 

1 Какой угол образуют одинаковой длины векторы a  и b , если из-
вестно, что векторы 2s a b   и 5 4q a b   взаимно перпендикулярны? 

2 Даны вершины треугольника ( 1; 2;4)A   , ( 4;2;0)B  , (3; 2;1)C  . 
Определите его внешний угол при вершине A . 

3 Найдите 
bпр a , если 4 4a i j k    , 2 2b i j k   . 

4 Найдите aпр b , если (4; 3;2)a   , (1;1;1)b  . 
5 В треугольнике ABC  проведены медианы AD , BE , CF . Вычис-

лите BC AD CA BE AB CF     . 
6 Найдите вектор x , коллинеарный вектору (1;1; 2)a    и удовле-

творяющий условию 3x a  . 
7 Найдите такое значение  , чтобы косинус угла между векторами 
2p i j k    и 3q i j   был равен 5 12 . 
8 Найдите угол между диагоналями параллелограмма, построенного 

на векторах (2;1;0)a  , (0; 2;1)b   . 
9 Длина гипотенузы AB  прямоугольного треугольника ABC  равна 

c . Вычислите сумму AB AC BC BA CA CB     . 
10 Найдите угол между векторами 1 2 32 2a l l l    и 1 2 34 3b l l l   , 

если 1| | 1l  , 2| | 2l  , 3| | 3l  , o
1 1 32( , ) ( , ) 60l l l l  , o

2 3( , ) 90l l  . 
11 Найдите угол между векторами 2 4a m n   и b m n  , где m  и 

n    единичные векторы и угол между ними o120 . 
12 Дан вектор 2a m n  , | | | | 1m n  , o( , ) 120m n  . Найдите 

cos( , )a m  и cos( , )a n . 
13 Вычислите длины диагоналей параллелограмма, построенного на 

векторах 2a m n   и 2b m n  , где m  и n  ‒ единичные векторы, угол 
между которыми o60 . 

14 Даны компланарные векторы a , b  и c . Найдите длину вектора 

p a b c   , если известно, что | | 3a  , | | 2b  , | | 5c  , o( , ) ( , ) 60a b b c  . 
15 Вычислите угол между векторами 2a m n p    и 2b m n p   , 

где m , n  и p  ‒ единичные взаимно перпендикулярные векторы. 
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16 Зная, что | | 2a  , | | 5b  , o( , ) 60a b  , вычислите 

   2 3 4a b a b   . 

17 Вычислите угол между векторами c  и 12 4 3p a b c   , где a , 
b  и c  – единичные взаимно перпендикулярные векторы. 

18 Вычислите угол между векторами m  и 2 3q m k p   , где m , 
k , p  – единичные взаимно перпендикулярные векторы. 

19 Вычислите длину диагоналей параллелограмма, построенного на 
векторах 5 2a p q   и 3b p q  , если известно, что | | 2 2p  , | | 3q  , 

( , )
4

p q 
 . 

20 Даны три вектора (1;2;3)a  , (5;1;2)b  , ( 3;0;1)c   . Найдите 
вектор x , который удовлетворяет  условиям: 4a x   , 5b x  , 2c x  . 

21 Зная разложение вектора 6 2 3q m n p    по трем перпендику-
лярным ортам, вычислите длину вектора q  и углы, которые он образует с 
каждым из ортов m , n , p . 

22 Зная векторы, которые образуют треугольник 2 6AB a b  , 
7BC a b   и 3CA a b  , где a  и b  – взаимно перпендикулярные орты, 

вычислите углы этого треугольника. 

23 Зная, что | | 2a  , | | 5b  , 2( , )
3

a b 
 , вычислите, при каком зна-

чении   векторы 17p a b    и 3q a b   будут перпендикулярны. 
24 Какой угол образуют единичные векторы s  и t , если известно, 

что 2p s t   и 5 4q s t   взаимно перпендикулярные векторы? 
25 Даны вершины четырехугольника (1; 2;2)A  , (1;4;0)B , ( 4;1;1)C   

и ( 5; 5;3)D   . Докажите, что его диагонали AC  и BD  взаимно перпенди-
кулярны. 

26 Векторы a  и b  образуют угол 
6
 . Зная, что | | 3a  , | | 1b  , вы-

числите угол   между векторами p a b   и q a b  . 
27 Вычислите, при каком значении   векторы 2a i j k     и 

3 2b i j k     перпендикулярны. 
28 Дан треугольник с вершинами (4;3; 1)A  , (6;2;0)B , (2; 1;2)C  . 

Докажите, что внутренние углы при вершинах A  и B  равны между собой. 
29 Даны  векторы (1;2;2)a  , (4; 2; 5)b    , (6; 1;3)c   . Найдите 

вектор x , удовлетворяющий условиям: 3a x  , 5b x  , 1c x  . 
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30 Даны векторы 7 5 3a i j k   , 2 4 7b i j k    , 

4 4 2c i j k   . Вычислите  cпр a b . 
 
3.3 Векторное произведение двух векторов и его свойства 
 
1 Векторы a  и b  образуют угол в o60 . Найдите площадь треуголь-

ника, построенного на векторах 2a b  и 2 3a b , если | | 2a  , | | 3b  . 
2 Даны векторы 3 2a i j k    и 2b i j k   . Найдите векторное 

произведение (2 ) ( 2 )a b a b   . 
3 Вычислите площадь параллелограмма, построенного на векторах 

6 3AB a b   и 3 2AD a b  , если | | 4a  , | | 5b  , o( , ) 30a b  . 
4 Вычислите площадь параллелограмма, диагонали которого опре-

деляют векторы 3p m n   и 5q m n  , если | | | | 1m n  , o( , ) 45m n   
5 Даны | | 3a  , | | 4b  , 6a b   . Вычислите | |a b . 
6 Зная векторы ( 3; 2;6)AB     и ( 2;4;4)BC   , вычислите длину 

высоты AD  треугольника ABC . 
7 Вычислите площадь треугольника, построенного на векторах 

2p a b   и 3 2q a b  , если  | | | | 6a b  , o( , ) 45a b  . 
8 Даны | | 8a  , | | 15b  , | | 72a b  . Вычислите a b . 
9 При каком значении коэффициента   векторы 5p a b    и 

3q a b   будут коллинеарными, если a  и b  не коллинеарны? 
10 Найдите вектор x , зная, что он перпендикулярен векторам 

(2; 3;1)a    и (1; 2;3)b    и удовлетворяет условию ( 2 7 ) 10x i j k    . 
11 Вектор x , перпендикулярный векторам (4; 2; 3)a    , (0;1;3)b  , 

образует с осью Oy  тупой угол. Зная, что | | 26x  , найдите его координаты. 
12 Вектор m , перпендикулярный оси Oz  и вектору (8; 15;3)a   , 

образует острый угол с осью Ox . Зная, что | | 5m  , найдите его координаты. 
13  Вычислите синус угла между  векторами  2; 2;1a    и 

(2;3;6)b  . 
14 Даны вершины треугольника (1; 1;2)A  , (5; 6;2)B  , (1;3; 1)C  . 

Вычислите длину его высоты, проведенной из вершины B  к стороне AC . 
15 Вектор x , перпендикулярный векторам (2;3; 1)a    и 

(1; 1;3)b   , образует с вектором i  тупой угол. Зная, что | | 138x  , найди-
те координаты x . 
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16 Даны точки (1;2;0)A , (3;0;3)B , (5;2;6)C . Вычислите площадь 
ABC . 

17 Найдите вектор x , зная, что он перпендикулярен векторам 
(2;3; 1)a    и (1; 1;3)b    и удовлетворяет условию (2 3 4 ) 0x i j k    . 

18 Вычислите расстояние между параллельными сторонами парал-
лелограмма ABCD , построенного на векторах (6;0;2)AB   и 

(1,5;2;1)AC  . 
19 Вычислите площадь параллелограмма, построенного на векторах 

2AB m n   и 3AD m n  , где | | 5m  , | | 3n  , ( , )
6

m n 
 . 

20 Вычислите площадь параллелограмма, построенного на векторах 
2 3p a b   и 4q a b  , где a  и b  – единичные взаимно перпендикуляр-

ные векторы. 
21 Зная две стороны треугольника 3 4AB p q   и 5BC p q  , вы-

числите длину его высоты CD , если p  и q  – взаимно перпендикулярные 
орты. 

22 Дан вектор (3 4 5 ) ( 6 4 )q m n p m n p      , где m , n , p  – вза-
имно перпендикулярные орты, образующие правую тройку векторов. Вы-
числите его длину. 

23 Вычислите синус угла между диагоналями параллелограмма, по-
строенного на данных векторах 2a m n p    и 3b m n p   , где m , n , 
p  – взаимно перпендикулярные орты. 

24 Вычислите площадь треугольника с вершинами в точках 
(7;3;4)A , (1;0;6)B  и (4;5; 2)C  . 

25 Векторы a  и b  составляют угол o45 . Найдите площадь тре-
угольника, построенного на векторах 2a b  и 3 2a b , если | | | | 5a b  . 

26 Даны векторы 2 3a j k   , 3 2b i j   и c a b  . Вычислите 
модуль вектора c  и площадь треугольника, построенного на векторах a  и b . 

27 Найдите синус угла между векторами (2;1; 2)a    и (6; 3;2)b   . 
28 Вычислите площадь параллелограмма, три последовательные 

вершины которого находятся в точках (7; 5;6)A  , (9; 4;8)B  , (6;0;6)C . 
29 Вычислите площадь ABC  с вершинами (1;1;3)A , (3; 1;6)B  , 

(5;1; 3)C  . 
30 Упростите выражение (5 3 2 ) (4 7 6 )a b c a b c     . 
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3.4 Смешанное произведение трех векторов и его свойства 
 
1 Докажите, что точки (1;2;7)A , (1; 1;2)B  , ( 2;0;2)C  , (0;1;8)D  ле-

жат в одной плоскости. 
2 Даны вершины тетраэдра ( 5;4;8)O  , (2;3;1)A , (4;1;2)B , (6;3;7)C . 

Найдите длину h  высоты, которая опущена из вершины O  на грань ABC . 
3 Компланарны ли векторы 8 3 2a i j k   ,  2 3b i j k    и 

4c i k  ? 
4 Какую тройку образуют векторы a , b , c  – правую или левую, ес-

ли 2a i j k   ,  2b i j k   , 8 6 4c i j k   ? 
5 Компланарны ли векторы 2 3m p q  , 3 5n q r  , 2 5l p r  , 

если векторы p , q , r  – некомпланарные векторы? 
6 Правой или левой является тройка векторов 2 3a i j k   ,  

3 2b i j k   , 2 3c i j k   ? 
7 Комланарны ли векторы 2a i j k   , 9 13b i j k   , 

2 4 2c i j k   ? 
8  Вычислите объем параллелепипеда, построенного на векторах a ,  

b , c , если 8 3 2a i j k   ,  3b j k  , 4c i . 
9 Вычислите высоту параллелепипеда, построенного на векторах 

3 2 5a p q r   , 4b p q r   , 3c p q r   , если за основание взят па-
раллелограмм, построенный на векторах a  и b , а p , q , r  – взаимно-
перпендикулярные орты. 

10 Найдите объем параллелепипеда с вершинами в точках (2;0;0)A , 
(0;3;0)B , (0;0;6)C , (2;3;8)D . 

11 Докажите, что точки (2; 1; 2)A   , (1;2;1)B , (2;3;0)C , (5;0; 6)D   
лежат в одной плоскости. 

12 Покажите, что векторы 3 2a i j k    , 2 3 4b i j k   , 
3 12 6c i j k     компланарны. 

13 Вычислите объем параллелепипеда, построенного на векторах 
( 1;3;4)a   , (2;5;2)b  , ( 1;2;3)c   . 

14 Компланарны ли векторы (1;1;1)a  , (1;0;1)b  , (0;1;1)c  ? 
15 Найдите объем тетраэдра ABCD , зная, что (4; 2;0)AB   , 

( 3;6;3)CA  , (1;4; 5)CD   . 
16 Вычислите объем параллелепипеда, построенного на векторах 

(5; 3;2)a   , ( 6;3;4)b   , ( 8;6; 5)c    . 
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17 Вычислите объем параллелепипеда, построенного на векторах 
5 3a i j k   , 5 2 5b i j k    , 3 2 2c i j k    . 
18 Компланарны ли векторы ( 2; 1;1)a    , (4;4;1)b  , (4; 6;2)c   ? 
19 Установите, образуют ли векторы (2;3; 1)a   , (1; 1;3)b   , 

(1;9; 11)c    базис. 
20 Докажите, что четыре точки (1;2; 1)A  , (0;1;5)B , ( 1;2;1)C  , 

(2;1;3)D  лежат в одной плоскости. 
21 Вычислите объем тетраэдра, вершины которого находятся в точ-

ках (2; 1;1)A  , (5;5;4)B , (3;2; 1)C  , (4;1;3)D . 
22 Компланарны ли векторы (3; 2;1)a   , (2;1;2)b  , (3; 1; 2)c    ? 
23 Вектор c  перпендикулярен векторам a  и b , угол между a  и b  

равен o30 . Зная, что | | 6a  , | | 3b  , | | 3c  , вычислите ( , , )a b c . 
24 Даны вершины тетраэдра (2;3;1)A , (4;1; 2)B  , (6;3;7)C , 

( 5; 4;8)D   . Найдите длину его высоты, проведенной из точки D . 
25 Докажите, что точки (1;0;7)A , ( 1; 1;2)B   , (2; 2;2)C  , (0;1;9)D  

лежат в одной плоскости. 
26 Объем тетраэдра 5V  , три его вершины находятся в точках 

(2;1; 1)A  , (3;0;1)B , (2; 1;3)C  . Найдите координаты четвертой вершины 
D , если известно, что она лежит на оси Ox . 

27 Треугольная пирамида ABCD  имеет объем 2V  , три ее верши-
ны находятся в точках (2;1;3)A , (3;3;2)B , (1;2;4)C . Найдите координаты 
четвертой вершины D , если известно, что она лежит на оси Oz . 

28 Покажите, что точки ( 1;2;1)A  , ( 3;1;2)B  , (3; 2;2)C  , (3; 4;3)D   
лежат в одной плоскости. 

29 Какой тройкой является тройка векторов (1; 1;2)a   , 
( 2;1;1)b   , (1; 2;2)c   ? 

30 Треугольная пирамида ABCD  имеет объем 3V  , три ее верши-
ны находятся в точках (1;2;3)A , (3;1;2)B , (2;3;1)C . Найдите координаты 
четвертой вершины D , если известно, что она лежит на оси Ox . 

 
4 Аналитическая геометрия на плоскости и в 

пространстве 
 
4.1 Аналитическая геометрия на плоскости 
 

1 Найдите внутренние углы треугольника, если известно, что его 
стороны лежат на прямых 4 3 7 0x y   , 3 2 16 0x y   , 5 6 0x y   . 

2 Вычислите площадь треугольника, заключенного между осями 
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координат и прямой 2 7 14 0x y   . 
3 Даны две смежные вершины параллелограмма (1; 2)A  , (3;2)B  и 

точка (5; 1)K   пересечения его диагоналей. Найдите две другие вершины 
параллелограмма. 

4  Даны середины сторон треугольника ( 1;5)K  , (1;1)M , (4;3)P . 
Найдите его вершины. 

5 Найдите точку пересечения медиан треугольника, вершины кото-
рого ( 2;1)A  , (2; 1)B  , (4;3)C . 

6 Даны вершины треугольника (2;1)A , ( 2;2)B  , ( 8;6)C  . Найдите 
длину высоты, опущенной из вершины B . 

7 На оси Oy  найдите точку, одинаково удаленную от начала коор-
динат и от точки (4;5)M . 

8 Через точку (1; 2)M   проведите прямую, параллельную прямой 
4 7 3 0x y   , и прямую, перпендикулярную данной прямой. 

9 Через точку пересечения прямых 3 5 8 0x y    и 4 7 3 0x y    
проведите прямую, перпендикулярную прямой 2 6 2 0x y   . 

10 Напишите уравнение прямой, проходящей через точку (4; 5)M   
и параллельной биссектрисе второго координатного угла. 

11 Напишите уравнение прямой, проходящей через начало коорди-
нат и точку пересечения медиан треугольника, стороны которого лежат на 
прямых, заданных уравнениями 4 4y x  ,  4y x   ,  4 1y x  . 

12 Составьте уравнение прямой, проходящей через точку пересече-
ния прямых 3 5 2 0x y   , 5 2 4 0x y    перпендикулярно прямой 

3 2 0x y   . 
13 Дан треугольник с вершинами (3;5)A , ( 3;4)B  , ( 2;1)C  . Со-

ставьте уравнение прямой, проходящей через вершину C  параллельно 
стороне AB . 

14 Даны вершины треугольника (1;3)A , ( 3;0)B  , (2; 1)C  . Напиши-
те уравнение высоты треугольника, проведенной через вершину C . 

15 Составьте уравнение прямой, проходящей через точку пересече-
ния прямых 4 0x y  , 5 12 24 0x y   , параллельно прямой 
3 5 7 0x y   . 

16 Найдите координаты точки, равноудаленной от точек (2;1)A , 
(3; 2)B   и ( 4; 1)C   . 

17 Даны точки (1; 2)A  , (0;3)B , (4;1)C . Напишите уравнение пря-
мой, проходящей через точку A  перпендикулярно BC . 

18 Даны вершины треугольника (2; 3)A  , (3; 5)B  , (4; 1)C . Напи-
шите уравнение медианы, проведенной из вершины C . 
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19 Найдите координаты проекции точки ( 5;6)A   на прямую 
7 13 105 0x y   .  

20 Даны вершины треугольника (6;2)A , (30; 5)B  , (12;19)C . 
Найдите уравнение высоты, проведенной из точки A . 

21 На прямой 2 11 0x y    найдите точку, равноудаленную от то-
чек (1;1)A  и (3;0)B . 

22 Даны три последовательные вершины параллелограмма (1;2)A , 
(2;4)B , (8;4)C . Найдите координаты четвертой вершины. 

23 Уравнение одной из сторон квадрата 3 5 0x y   . Составьте 
уравнения трех остальных сторон квадрата, если ( 1;0)  есть точка пересе-
чения его диагоналей. 

24 Вычислите расстояние от точки (1;0)B  до прямой AC , если 
(5; 3)A  , (17;2)C . 

25 В равнобедренном прямоугольном треугольнике даны координа-
ты вершины острого угла (5;7)  и уравнение противолежащего катета 
6 4 9 0x y   . Составьте уравнение гипотенузы. 

26 Диагонали ромба, равные 10 и 4 единицам длины, приняты за 
оси координат. Напишите уравнения сторон этого ромба. 

27 Даны вершины треугольника ( 1;2)A  , (3;1)B , (0;4)C . Через каж-
дую из них проведите прямую, параллельную противолежащей стороне. 

28 Докажите, что   точки ( 2;2)A  , ( 3;1)B  , (7;7)C , (3;1)D являются  
вершинами трапеции. Составьте уравнения диагоналей этой трапеции. 

29 Через точку (4; 3)M   проведите прямую так, чтобы площадь 
треугольника, образованного ею и осями, была равна трем квадратным 
единицам. 

30 Составьте уравнения сторон треугольника, зная одну из его вер-
шин (0;2)A  и уравнения высот ( BM ) 4x y   и (CM ) 2y x , где M  – 
точка пересечения высот. 

 
4.2 Кривые второго порядка 

 
Приведите уравнение кривой второго порядка к каноническому ви-

ду и постройте эту кривую. 
 

1 2 24 8 4 0x y x y    . 
2 2 22 3 12 6 21 0x y x y     . 
3 2 29 16 36 64 44 0x y x y     . 
4 2 29 4 36 8 36 0x y x y     . 
5 2 24 25 8 100 4 0x y x y     . 

6 2 22 3 8 6 11 0x y x y     . 
7 2 24 9 32 36 64 0x y x y     . 
8 2 29 4 18 8 49 0x y x y     . 
9 2 225 4 150 204 0x y x y     . 
10 2 23 2 12 16 44 0x y x y     . 
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11 2 24 9 32 16 37 0x y x y     . 
12 2 24 8 4 24 0x y x y     . 
13 2 24 10 24 57 0x y x y     . 
14 2 24 9 32 18 109 0x y x y     . 
15 2 29 16 54 64 127 0x y x y     . 
16 2 29 4 54 8 41 0x y x y     . 
17 29 12 6 2 0y y x    . 
18 2 24 25 8 10 4 0x y x y     . 
19 2 4 2 2 0x x y    . 
20 24 20 28 0x x y    . 

21 22 4 5 13 0x x y    . 
22 2 6 2 13 0y y x    . 
23 22 16 3 35 0y y x    . 
24 2 6 3 6 0x x y    . 
25 25 20 2 16 0y y x    . 
26 2 24 24 4 24 0x y x y     . 
27 2 29 4 72 16 92 0x y x y     . 
28 24 40 3 106 0x x y    . 
29 22 12 5 23 0y y x    . 
30 2 24 9 40 36 100 0x y x y     .

 
4.3 Аналитическая геометрия в пространстве 
 
Даны координаты вершин пирамиды 1 2 3 4A A A A . Найдите: 
1) уравнения прямой 1 2A A ; 
2) площадь грани 1 2 3A A A ; 
3) уравнение плоскости 1 2 3A A A ; 
4) угол между ребрами 1 2A A  и 1 4A A ; 
5) угол между ребром 1 4A A  и гранью 1 2 3A A A ; 
6) объем пирамиды; 
7) уравнения высоты, опущенной из вершины 4A  на грань 1 2 3A A A .  
Сделайте чертеж. 
 
1 1(4;2;5)A , 2(0;7;2)A , 3(0;2;7)A , 4(1;5;0)A . 
2 1(4;4;10)A , 2(4;10;2)A , 3(2;8;4)A , 4(9;6;9)A . 
3 1(4;6;5)A , 2(6;9;4)A , 3(2;10;10)A , 4(7;5;9)A . 
4 1(3;5;4)A , 2(8;7;4)A , 3(5;10;4)A , 4(4;7;8)A . 
5 1(10;6;6)A , 2( 2;8;2)A  , 3(6;8;9)A , 4(7;10;3)A . 
6 1(1;8;2)A , 2(5;2;6)A , 3(5;7;4)A , 4(4;10;9)A . 
7 1(6;6;5)A , 2(4;9;5)A , 3(4;6;11)A , 4(6;9;3)A . 
8 1(7;2;2)A , 2(5;7;7)A , 3(5;3;1)A , 4(2;3;7)A . 
9 1(8;6;4)A , 2(10;5;5)A , 3(5;6;8)A , 4(8;10;7)A . 
10 1(7;7;3)A , 2(6;5;8)A , 3(3;5;8)A , 4(8;4;1)A . 
11 1(3;1;4)A , 2( 1;6;1)A  , 3( 1;1;6)A  , 4(0;4; 1)A  . 
12 1(3;3;9)A , 2(6;9;1)A , 3(1;7;3)A , 4(8;5;8)A . 
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13 1(3;5;4)A , 2(5;8;3)A , 3(1;9;9)A , 4(6;4;8)A . 
14 1(2;4;3)A , 2(7;6;3)A , 3(4;9;3)A , 4(3;6;7)A . 
15 1(9;5;5)A , 2(3;7;1)A , 3(5;7;8)A , 4(6;9;2)A . 
16 1(0;7;1)A , 2(4;1;5)A , 3(4;6;3)A , 4(3;9;8)A . 
17 1(5;5;4)A , 2(3;8;4)A , 3(3;5;10)A , 4(5;8;2)A . 
18 1(6;1;1)A , 2(4;6;6)A , 3(4;2;0)A , 4(1;2;6)A . 
19 1(7;5;3)A , 2(9;4;4)A , 3(4;5;7)A , 4(7;9;6)A . 
20 1(6;6;2)A , 2(5;4;7)A , 3(2;4;7)A , 4(7;3;0)A . 
21 1(3;0;0)A , 2(0;2;3)A , 3(1;4;1)A , 4(1;0;3)A . 
22 1(1;0;3)A , 2(1;4;1)A , 3(3;0;0)A , 4(0;2;3)A . 
23 1(0;0;2)A , 2(3;0;5)A , 3(1;1;0)A , 4(4;1;2)A . 
24 1(5;2;3)A , 2(1;4;0)A , 3(0;0;0)A , 4(3; 2;1)A  . 
25 1(3; 2;1)A  , 2(0;0;0)A , 3(1;4;0)A , 4(5;2;3)A . 
26 1(4;1;2)A , 2(1;1;0)A , 3(3;0;5)A , 4(0;0;2)A . 
27 1(1;3;2)A , 2(4;0;0)A , 3( 2;1;2)A  , 4(3;2;7)A . 
28 1(3;1; 2)A  , 2(1; 2;1)A  , 3( 2;1;0)A  , 4(2;2;5)A . 
29 1(1; 1;6)A  , 2(4;5; 2)A  , 3( 1;3;0)A  , 4(6;1;5)A . 
30 1(0;2;3)A , 2(3;0;0)A , 3(1;0;3)A , 4(1;4;1)A . 

 
4.4 Поверхности второго порядка 
 
Методом сечений исследуйте форму поверхности. Сделайте чертеж. 

 

1  2 22 1y z x   . 11  2 2 4z y x   . 
2  2 2 22( 1)x y z   . 12  2 2 22 4 0x y z    . 
3  2 4 2 6 0z z x    . 13  2 2 23 0x y z   . 
4  2 4z x . 14  2 2 22 1x y z   . 
5  2 2 22 3 6 0x y z     . 15  2 2 0x z  . 
6  2 22 8 0y z   . 16  2 2 2 1x y z   . 
7  2 2 22 3 5x y z   . 17  2 24 y x z   . 
8  2 24 4 0x y   . 18  2 2 24 4 16 0x y z    . 
9  2 2 24 4 4 16 0x y z    . 19  2 2 22 3 4 36 0x y z    . 
10  2 2 216 3 4 96 0x y z    . 20  2 24 4 5 0x y z   . 

23



 

21  2 24 5 15 0y z x   . 26  2 25 6 15 0x y   . 
22  2 23 4 12 0x y   . 27  2 2 23 9 4 16 0x y z    . 
23  2 24 16x y z  . 28  2 2 29 16 144 144x y z   . 
24  2 2 29 36 4 36x y z    . 29  2 24 2x z y  . 
25  2 22 4x y z   . 30  24z y  . 
 
5 Методические указания к решению задач 
 

Задача 1. Даны три вектора  (4;5)a  , (2;1)b   и (8;7)c  . Найдите 
разложение вектора c  по векторам a  и b . 

 
Решение 
 
Проверим, образуют ли эти векторы  a  и b базис на плоскости. Два 

вектора образуют базис на плоскости, если они неколлинеарны: 

|| ,  если yx

x y

aaa b
b b

 
  

 

. Поскольку 4 5
2 1
  и векторы a  и b  образуют базис 

на плоскости, то вектор c  можно единственным образом разложить по 
векторам a  и b : 

 

 c x a y b    .                                               (1) 
 

Подставим разложение векторов 4 5a i j  , 2b i j   и 
8 7c i j   по базису ( , )i j  в (1), получим  тождество  

8 7 (4 5 ) (2 )i j x i j y i j       . Приравнивая коэффициенты при векто-
рах a  и b  в правой и левой частях, получим систему уравнений 

4 2 8,
5 7.

x y
x y

 


 
     

1,
2.

x
y





   Значит, 2c a b  . 

Ответ: 2c a b  . 
 
Задача 2. Найдите вектор x , коллинеарный вектору (1; 2;2)a    и 

удовлетворяющий условию 18x a   . 
 
Решение 
 
Запишем для векторов ( ; ; )x y za a a a , ( ; ; )x x y z  свойство              

коллинеарности и скалярное произведение в координатной форме 
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,

18.

yx z

x y z

aa a t
x y z

a x a y a z


  


       

 

 

Поскольку (1; 2;2)a    и 18x a   , получим 
 

1 2 2 ,

2 2 18.

t
x y z

x y z


  


    

   

1 2 2, , ,

1 4 4 118 .
2

x y z
t t t

t
t t t


  


       


       
2,
4,
4.

x
y

z

 



  

 

 

Ответ: ( 2;4; 4)x    . 
 

Задача 3. Вычислите площадь треугольника, построенного на век-

торах 2a b  и 3 2a b , если | | | | 5a b  , ( , )
4

a b 
 . 

 

Решение 
 

Площадь треугольника равна половине модуля векторного произве-
дения векторов, на которых он построен:  

 

1 1 ( 2 ) (3 2 )
2 2

S S a b a b     . 
 

Используя свойства векторного произведения, получаем 
 

1 1|3 2 6 4 | |8 |
2 2

S a a a b b a b b a b            

24 | | 4 | | | | sin( , ) 4 5 5 sin 100 50 2
4 2

a b a b a b 
            . 

 

Ответ: 50 2S   кв. ед. 
 

Задача 4. Вычислить объем тетраэдра OABC , если 3 4OA i j  , 
3OB j k    и 2 5OC j k  . 
 

Решение 
 

Объем тетраэдра равен 1
6

 объема параллелепипеда, построенного 

на векторах OA , OB , OC , т. е. 1
6

 модуля смешанного произведения век-

торов. Следовательно,   
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1 1 1

тетр. пар. 2 2 2

3 3 3

1 1 1( ) mod
6 6 6

x y z
V V OA OB OC x y z

x y z
      . 

 

Поскольку (3;4;0)OA , (0; 3;1)OB   , (0;2;5)OC  , то 
 

тетр.

3 4 0
3 11 1 1mod 0 3 1 3 mod | ( 15 2) | 8,5

2 56 6 2
0 2 5

V


         . 

 
Ответ: 8,5V   куб. ед. 
 
Задача 5. Дан ABC : (1;2)A , (3;7)B , (5; 13)C  . Вычислите длину 

перпендикуляра, опущенного из вершины B  на медиану, проведенную из 
вершины A . 

 
Решение  

 
Согласно определению медианы, точка M  – середина отрез-

ка BC  (рисунок 1). Координаты точки M  
найдем по формулам деления отрезка в 
данном отношении: 

 

2
B C

M
x xx 

 ,  
2

B C
M

y yy 
 . 

 
3 5 4

2Mx 
  ,  7 13 3

2My 
   ;   (4; 3)M  . 

 

Составим уравнение медианы AM . 
Воспользуемся формулой уравнения пря-
мой, проходящей через две точки: 

1 1

2 1 2 1

x x y y
x x y y
 


 

, здесь 1 1( ; )A x y , 2 2( ; )M x y . 

Получим 
 

1 2
4 1 3 2
x y 


  

,   1 2
3 5

x y 



. 

 

Откуда уравнение медианы имеет вид: 
5 3 11 0x y   . 

Длину перпендикуляра BN  найдем 
как расстояние от точки до прямой:   

      Рисунок 1 

26



 

0 0
2 2

| |Ax By Dd
A B
 




. 

 
В уравнении медианы AM : 5A , 3B  , 11D   ; 0x , 0y  – коорди-

наты точки B , т. е. 0 3x  , 0 7y  . Итак,   
 

| 5 3 3 7 11| 25 25 34
3425 9 34

d    
  


. 

 

Ответ: 25 34
34

BN   лин. ед. 
 
Задача 6. Даны координаты вершин пирамиды 1 2 3 4A A A A : 1(3;1;4)A , 

2( 1;6;1)A  , 3( 1;1;6)A  , 4(0;4;1)A . Найдите: 
1) угол между ребрами 1 2A A  и 1 4A A ; 
2) площадь грани 1 2 3A A A ; 
3) угол между ребром 1 4A A  и гранью 1 2 3A A A ; 
4) объем пирамиды; 
5) уравнения прямой 1 2A A ; 
6) уравнение плоскости 1 2 3A A A ; 
7) уравнения высоты, опущенной из вершины 4A  на грань 1 2 3A A A .  
Сделайте чертеж. 
 
Решение 
 
1 Поскольку  

   1 2 1 4
1 2 1 4

1 2 1 4

,
cos ,

A A A A
A A A A

A A A A



, 

найдем векторы 1 2 ( 4;5; 3)A A     и 1 4 ( 3;3; 3)A A    , тогда  
 

 1 2 1 4, 4 ( 3) 5 3 ( 3) ( 3) 36A A A A            ,  
 

2 2 2
1 2 ( 4) 5 ( 3) 50 5 2A A        ,  

 

 2 2 2
1 4 ( 3) 3 ( 3) 27 3 3A A        . 

 

Следовательно,  1 2 1 4
36 12 2 6cos ,

55 2 3 3 5 6
A A A A   


. 
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2 Площадь грани 1 2 3A A A  найдем по формуле  
1 2 3 1 2 1 3

1 ,
2A A AS A A A A 
 

. 

Поскольку 1 2 ( 4;5; 3)A A    ,   1 3 ( 4;0;2)A A   , то векторное произведение 
 

1 2 1 3

5 3 4 3 4 5
, 4 5 3

0 2 4 2 4 0
4 0 2

10 20 20 .

   
           
   



  

i j k
A A A A i j k

i j k

 

 

Следовательно, 1 2 1 3, (10;20;20)A A A A  
 

 и 
2 2 2

1 2 1 3, 10 20 20 30A A A A     
 

. 

Площадь грани 1 2 3A A A  равна 
1 2 3

1 30 15
2A A AS     кв. ед. 

3 Чтобы найти угол между прямой 1 4A A  и плоскостью 1 2 3A A A , вос-
пользуемся формулой  

 

222222
sin

pnmCBA
CpBnAm




 . 

 

Здесь ( , , )S m n p  – направляющий вектор прямой, ( , , )N A B C  – нор-
мальный вектор плоскости. Поскольку направляющий вектор прямой 

1 4 ( 3;3; 3)A A     (см. п. 1) и нормальный вектор плоскости 1 2 3A A A  
(10;20;20)N   (см. п. 2), то 

 

2 2 2 2 2 2

3 10 3 20 3 20 30 3sin .
93 3 30( 3) 3 ( 3) 10 20 20


    

  
      

 

 
4 Поскольку объем пирамиды, построенной на приведенных к об-

щему началу некомпланарных векторах a , b  и c , равен 1 | ( , , ) |
6

V a b c , 

находим смешанное произведение векторов 1 2A A , 1 3A A  и 1 4A A : 
 

 1 2 1 3 1 4

4 5 3
, , 4 0 2 36 30 24 60 30

3 3 3
A A A A A A

 

       

 

. 
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Строками определителя являются координаты векторов 1 2A A , 1 3A A , 

1 4A A  (найдены в пп. 1 и 2). 
 

пир.
1 1| 30 | 30 5
6 6

V        куб. ед. 

 
5 Канонические уравнения прямой 1 2A A  имеют вид:  

 
0 0 0x x y y z z

m n p
  

  , 

 
где 0x , 0y , 0z  – координаты точки 1A ;  
 m , n , p  – координаты вектора 1 2A A .  

Следовательно, 3 1 4
4 5 3
  

 
 

x y z  ‒ канонические уравнения пря-

мой 1 2A A . 
6 Уравнение плоскости 1 2 3A A A  найдем по формуле 

 
0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z      , 

 
где 0x , 0y , 0z  – координаты точки  1A  плоскости; 
 A , B , C  – координаты нормального вектора N  плоскости.  
Следовательно, уравнение плоскости 1 2 3A A A  имеет вид: 

 
1 ( 3) 2 ( 1) 2 ( 4) 0x y z           или 2 2 13 0x y z    . 

 
7 Чтобы найти уравнение высоты, опущенной из вершины 4A  на 

грань 1 2 3A A A , воспользуемся формулой 
 

1 1 1x x y y z z
A B C
  

  , 

 
Здесь  4 1 1 1; ;A x y z ,  ; ;N A B C .  
Следовательно, уравнения высоты 
 

0 4 1
10 20 20

x y z  
     или   4 1

1 2 2
x y z 
  . 
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Сделаем чертеж (рисунок 2). 
 

 
 

Рисунок 2 
 
Задача 7. Методом сечений исследуйте форму поверхности 

2 22z y x  . Сделайте чертеж. 
 
Решение 
 
Найдем сечение данной поверхности координатными плоскостями 

и плоскостью, параллельной плоскости xO y . 
1 Найдем сечение данной поверхности плоскостью 0z   (плос-

кость xO y ). Решаем систему уравнений: 
 

2 22 ,
0.

z y x
z

  



     2 22 0y x       

0,
0.

x
y





 

 
Итак, в плоскости xO  лежит одна точка (0;0;0)O , принадлежащая 

поверхности. 
2 Найдем сечение данной поверхности плоскостью z h  (парал-

лельной плоскости xO y ), где 0h  . Решаем систему уравнений: 

у 
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2 22 ,
.

z y x
z h

  



     2 22y x h       

2 2

1
/ 2
y x

h h
  . 

 
Полученная кривая есть эллипс, лежащий в плоскости z h . 
3 Пересечем данную поверхность координатной плоскостью 0x   

( zO y ), получим: 
 

2 22 ,
0.

z y x
x

  



     2z x . 

 
Это уравнение параболы, лежащей в плоскости zO y . 
4 Пересекая поверхность плоскостью 0y   ( zO x ), получим 

 
2 22 ,

0.
z y x
y

  



     2z x . 

 
Это уравнение параболы, лежащей в плоскости zO x . 
Полученных данных достаточно для построения чертежа. Соберем 

их вместе: 
1) в плоскости xOy  имеем точку (0;0;0)O ; 

2) в плоскости z h  имеем эллипс 
2 2

1
/ 2

x y
h h
  ; 

3) в плоскости zO y  имеем параболу 22z y ; 
4) в плоскости zO x  имеем параболу 2z x . 
Данное уравнение определяет эллиптический параболоид (рисунок 3). 
 

 
 

Рисунок 3 
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