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Введение 
 

Система упражнений по аналитической геометрии состоит их трех 
разделов. 

Раздел 1 состоит из образцов решения задач по аналитической гео-
метрии. 

Раздел 2 содержит задачи, предназначенные для решения их студен-
тами на практических занятиях под руководством преподавателя, а также 
для самостоятельного решения. Все задачи данного раздела разбиты на два 
уровня: 1-й уровень – базовый (задачи для обязательного усвоения), 2-й – 
повышенный (более сложные задачи, в том числе нестандартные, номера 
задач отмечены символом «*»). 

Раздел 3 содержит варианты контрольных заданий. 
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1 Примеры решения задач 
 
Задача 1. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 







 

5

6
,

5

12
P  и отсекающей от координатного угла треугольник, площадь 

которого равна 6 кв. ед. 
Решение 
Проиллюстрируем условие задачи графически (рисунок 1). 
 

 
 

Рисунок 1 
 

Если принять 0a  и 0b  за длину отрезков, отсекаемых прямой на 
осях координат, то возможны три прямые, удовлетворяющие условию 
задачи: 

.1:;1:;1: 321 









b

y

a

x
l

b

y

a

x
l

b

y

a

x
l  

Учитывая, что 0,0,12  baab  и прямые проходят через точку 







 

5

6
,

5

12
P , будем иметь три системы: 

12 6 12 6 12 6
1; 1; 1.

5 5 5 5 5 5
12; 12; 12.

a b a b a b
ab ab ab

          
  
      

 

Решив первую систему, получим уравнение искомой прямой 

1
62


yx
  или  063  yx . 

При решении второй системы получим две прямые 

ℓ1 

ℓ2 

ℓ3 

 

Р 

О 

х 

у
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1
26





yx
  или  063  yx   и  1

34





yx
  или  01243  yx . 

При решении третьей системы получим уравнение искомой прямой 

1
112






yx

 или 01212  yx . 

 
Задача 2. Даны середины сторон треугольника:    2,3 , 4, 1 ,P Q   

 3,5R  . Составить уравнения его сторон.  

Решение 
Воспользовавшись свойством средней линии треугольника, составим 

уравнение каждой из сторон треугольника АВС как прямой, проходящей 
через одну из вершин треугольника параллельно противолежащей стороне, 
т. е. как прямой, проходящей через заданную точку  000 , yxM  параллель-

но заданному вектору  nms , . 
Уравнение стороны треугольника АВС, проходящей через точку 

 3,2P , получим, подставив координаты этой точки и вектора  6,7QR  в 
уравнение прямой следующего вида: 

n

yy

m

xx 00 



.                                            (1) 

Имеем: 
6

3

7

2 



 yx

 или 03376  yx . 

Подставив в уравнение (1) координаты точки  1,4 Q  и вектора 

 2,5PR , получим уравнение второй стороны треугольника 

2

1

5

4 



 yx

  или  0352  yx . 

Наконец, подставив в уравнение (*) координаты точки  5,3R  и 

вектора  4,2 PQ , получим уравнение третьей стороны треугольника 

4

5

2

3





 yx

  или  012  yx . 

Заметим, что для этой задачи можно было бы по координатам сере-
дин сторон треугольника определить координаты его вершин А, В, С и 
воспользоваться уравнением прямой, проходящей через две известные 
точки. 

 
Задача 3. Составить уравнение плоскости, параллельной оси Ох и 

проходящей через точки  2,0,4 P  и  7,1,5Q . 
Решение 
Искомая плоскость параллельна оси Ох, следовательно, проекция 

вектора нормали плоскости на эту ось равно нулю, т. е.  CBn ,,0 .Так как 
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плоскость проходит через точки P и Q, то вектор n  перпендикулярен к 

вектору  9,1,1PQ . 
Воспользовавшись условием ортогональности векторов, заданных 

своими координатами, будем иметь 09  CB , откуда 1,9  CB . 
Итак, мы получили нормальный вектор искомой плоскости 

 1,9,0 n . Следовательно, согласно уравнению плоскости, заданной точ-
кой и нормальным вектором, будем иметь: 

    02109  zy  или 029  zy . 
 
Задача 4. Составить уравнение сторон параллелограмма АВСD и 

найти расстояние между параллельными сторонами, если его диагонали 
пересекаются в точке  6,1M , а стороны АВ, ВС, CD, DA проходят соответ-
ственно через точки        .4,5,9,5,6,6,0,3 SRQP  

Решение 
Проиллюстрируем условие задачи графически (рисунок 2). 
 

 
 

Рисунок 2 
 

Используя уравнение прямой, проходящей через точку  000 , yxM  и 
имеющей угловой коэффициент k , т. е. уравнение прямой вида 

 00 xxkyy  , и условие параллельности прямых, составим уравнения 
сторон АВ и DC: 

   59;3  xkyxky .                             (2) 
Определим теперь угловой коэффициент k  так, чтобы диагональ АС 

параллелограмма в точке  6,1M  делилась пополам. 
По формулам деления отрезка пополам находим связь между коор-

динатами точек А и С: 

6
2

;1
2





 CACA yyxx

,  т. е.  







.12

,2

CA

CA

yy

xx
                   (3) 

Складывая почленно уравнения (2) и используя условия (3), получаем: 

Q 

S D 

R 

C B 

P 

А 
M 
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2

1
;823;89  kkkkxxkyy CACA . 

Таким образом, подставляя значение 21k  в уравнения (*), имеем 

2

3


x
y  или 032  yx  (уравнение стороны АВ) и  5

2

1
9  xy  

или 0232  yx  (уравнение стороны DC). 
Рассуждая аналогично, получаем 062  yx  (уравнение стороны 

ВС) и 0142  yx  (уравнение стороны AD). 
Из полученных уравнений следует, что стороны АВ и DC перпенди-

кулярны к ВС и AD (смотри условие перпендикулярности). Это значит, что 
АВСD – прямоугольник. 

Для определения расстояний между параллельными сторонами вос-
пользуемся формулой 

22

00

BA

CByAx
d




 . 

Расстояние между параллельными прямыми АВ и DC равно расстоя-

нию от точки Р до прямой DC: .54
5

20

21

230231
221 




d  

Расстояние между прямыми ВС и AD равно расстоянию от точки Q 

до прямой AD: .54
5

20

12

146162
222 




d  

Так как расстояния между противоположными сторонами прямо-
угольника равны между собой, то он является квадратом. 

 
Задача 5. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

 4,5,20M  и отсекающей на оси ординат отрезок 6b , а на оси аппликат 
отрезок 3c . 

Решение 
Воспользуемся уравнением плоскости в отрезках. По условию 

6b , 3c , поэтому 

1
36





zy

a

x
. 

Точка М0 лежит на плоскости, т. е. её координаты удовлетворяют 

уравнению плоскости 1
3

4

6

52





a
, откуда 4a . Следовательно, урав-

нение искомой плоскости 1
364





zyx
. 
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Задача 6. Найти канонические уравнения прямой 








.02423

;0352

zyx

zyx
                                      (4) 

 
Решение 
Определим координаты какой-либо точки прямой. Для этого, пола-

гая, например, что 0z , из уравнений (4) получим систему 








,0223

;032

yx

yx
 

решив которую, найдем: .5,4  yx  Таким образом, одна из точек, 
принадлежащих прямой (4), имеет координаты –4, 5, 0. 

Теперь найдем направляющий вектор s . Имеем  5,1,21 n , 

 4,2,32 n . Полагаем, что 

kji

kji

nns 

 76

423

51221 . 

Отсюда канонические уравнения прямой запишутся в виде 

.
17

5

6

4 zyx








 

Задача 7. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
 4,2,10 M  перпендикулярно к плоскостям 06532  zyx  и 

05343  zyx . 
Решение 
Так как искомая плоскость проходит через точку М0, то запишем её 

уравнение в виде 
      0421  zCyBxA . 

Для определения коэффициентов А, В, С используем условие пер-
пендикулярности искомой плоскости к данным плоскостям, согласно ко-

торому за нормальный вектор  CBAn ,,  можно принять результирующий 

вектор векторного произведения нормальных векторов  5,3,21 n  и 

 3,4,31 n  данных плоскостей: 

kji

kji

nnn 

 911

343

53221 . 

Следовательно, уравнение искомой плоскости 
      0429111  zyx   или  025911  zyx . 
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Задача 8. Найти угол между прямыми 







;0143

;0232

zyx

zyx
 








.04232

;032

zyx

zyx
 

Решение 
Найдем направляющие векторы данных прямых: 

;57

143

1321 kji

kji

s 


   .47

232

1212 kji

kji

s   

Найдем косинус угла между данными прямыми по формуле 

 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

,
cos

s s m m n n p p

s s m n p m n p
  
  

   

 

   

   7 7 5 4 1 1
0,31.

49 25 1 49 16 1

    
 

   
 

Этому значению cos  соответствует угол 84710  . 
 
Задача 9. Составить канонические уравнения прямой, лежащей в 

плоскости хОу и проходящей через точку  0,3,20M  перпендикулярно к 
прямой  

1

6

2

1

5

3








 zyx

. 

Решение 

Пусть  pnms ,, –направляющий вектор искомой прямой. Пря-мая 

лежит в плоскости хОу, поэтому проекция вектора s  на ось Oz равна нулю, 
т.е. 0p . На основании условия перпендикулярности прямых для опреде-

ления проекций m и n вектора s  получим следующее равенство: 
.025  nm  

Так как направляющий вектор s  определяется с точностью до мно-
жителя, одну из его координат можно выбрать произвольно. Например, 

положив, что 5n , получим 2m , следовательно,  0,5,2 s . Искомая 
прямая, кроме того, проходит через точку  0,3,20M , поэтому её канони-
ческие уравнения  

05

3

2

2 zyx








. 
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Задача 10. Найти проекцию В точки  4,2,3 A  на плоскость :  
01232  zyx . 

Решение 
Точка В есть пересечение плоскости   с перпендикуляром, прове-

денным через точку А к этой плоскости. Поэтому на основании перпенди-
кулярности прямой и плоскости составим канонические уравнения пер-

пендикуляра (прямой АВ): 
3

4

1

2

2

3 





 zyx
. 

Теперь приведем уравнения прямой к параметрическому виду, при-
равняв к t каждое из трех данных отношений: 

.34,2,23 tztytx   Подставим эти значения zyx ,,  в уравне-
ние данной плоскости 

      0123432232  ttt , 
откуда получим 2t  – значение параметра, отвечающее точке В как точ-
ке пересечения прямой АВ с данной плоскостью. Следовательно, 

  1223 Bx ; 422 By ;   2234 Bz , т. е. 
 2,4,1 B . 

 

Задача 11. Доказать, что прямые 
4

7

3

4

5

1 






 zyx

; 

2

4

1

3

2

9 






 zyx

 скрещиваются и найти кратчайшее расстояние ме-

жду ними. 
Решение 
Точка  7,4,11 M  лежит на первой прямой, а точка  4,3,92 M  ле-

жит на второй прямой. Найдем смешанное произведение векторов 

 3,1,821 MM ,    2,1,2,4,3,5 21  ss : 

    21132128

212

435

318

,, 2121 




ssMM . 

Так как смешанное произведение отлично от нуля, то данные прямые 
скрещиваются. 

Найдем векторное произведение: kji

kji

ss 

 22

212

43521 , 

поэтому     3122 222
21  ss . 
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Следовательно, искомое расстояние 
 

  7
3

21

,

,,

21

2121





ss

ssMM
d . 

 

Задача 12. Показать, что прямые 
2

3

3

1

2

2 





 zyx
; 

1

6

2

4

3

7 





 zyx
 пересекаются и найти точку их пересечения. 

Решение 

Направляющие векторы прямых    1,2,3,2,3,2 21 ss . Точка 
 3,1,21 M  лежит на первой прямой, точка  6,4,72M  лежит на второй 

прямой. Найдем вектор  3,5,521MM . Тогда смешанное произведение 

векторов  3,5,521MM ,    1,2,3,2,3,2 21 ss  имеет вид: 

        0534515

223

232

355

,, 2121 ssMM . 

Поскольку векторы 1s  и 2s  неколлинеарны (их координаты непро-

порциональны) и смешанное произведение векторов 21MM , 21 , ss  равно 
нулю, то данные прямые пересекаются. 

Точку пересечения прямых можно найти, например, так: привести 
уравнение одной из прямых к параметрическому виду и из уравнений второй 
прямой найти значение параметра t, соответствующее точке пересечения. 

В данном примере параметрические уравнения второй прямой 
имеют вид: 













.6

;24

;37

tz

ty

tx

 

Подставив эти выражения для zyx ,,  в уравнения первой прямой, 
получим 

,
2

3

3

25

2

35 ttt 






 

откуда 1t . Следовательно, точка пересечения прямых имеет координа-
ты:   ,4137 x    ,2124 y  516 z . 

 
Задача 13. Эллипс касается оси ординат в начале координат, а центр 

симметрии его находится в точке  0,5 . Составить уравнение эллипса, если 
его эксцентриситет равен 0,6. 
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Решение 
Выполним чертеж (рисунок 3). 
Каноническое уравнение такого эллипса 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
. 

 

 
 

Рисунок 3 
 

В нашем случае 

   
1

0

25

5
2

22







b

yx
. 

Известно, что 222 cab  . Следовательно, для нахождения bнадо 
знать c . Найдём cиз формулы эксцентриситета: ac / , 0,6= 5/c , откуда 

3c . Значит, 169252 b , 4b . 
Итак, уравнение искомого эллипса  

 
1

1625

5 22


 yx

. 

 
Задача 14. Дана равносторонняя гипербола 222  yx . Найти урав-

нение эллипса, фокусы которого находятся в фокусах гиперболы, если из-
вестно, что эллипс проходит через точку  3,20M . 

Решение 
Для данной гиперболы 222  ba . Следовательно, из соотношения 

222 acb   получаем 4222  bac , откуда 2c . Значит фокусы ги-
перболы  0,21 F  и  0,22F . В этих точках находятся фокусы эллипса. 

Обозначим через 1a  и 1b  соответственно большую и малую полуоси 

эллипса. Тогда при условии, что 2c , будем иметь 2
1

2
14 ba  . Для опре-

деления 1a  и 1b  используем еще одно условие: точка  3,20M  лежит на эл-
липсе, т. е. ее координаты должны удовлетворять уравнению эллипса 

1
2
1

2

2
1

2


b

y

a

x
.                                              (5) 

О 

у 
 (5, 0) 

х 
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Это значит, что 1
94
2
1

2
1


ba

. Таким образом, для определения 2
1a  и 2

1b  

имеем систему уравнений 













,1
94

;4

2
1

2
1

2
1

2
1

ba

ba

 

решив которую, получим 162
1 a , 122

1 b . Подставив эти значения в урав-
нение (5), найдем  

1
1216

22


yx

. 

 
Задача 15. Асимптоты гиперболы имеют уравнения 043  yx , а 

фокусы лежат на оси Оу и расстояние между ними равно 20. Написать ка-
ноническое уравнение гиперболы и начертить ее. 

Решение 
Так как фокусы гиперболы лежат на оси Оу, то ее каноническое 

уравнение имеет вид: 

1
2

2

2

2


a

y

b

x
. 

Разрешив уравнение асимптот относительно х, получим yx
3

4
 , 

откуда 
3

4


a

b
. Кроме того, 20221  cFF , т. е. 10c . Так как для гипер-

болы 222 bac  , то для нахождения а и b получим систему уравнений 











,100

;
3

4

22 ba

a

b

 

решив которую, будем иметь 8,6  ba . Следовательно, каноническое 
уравнение гиперболы  

1
3664

22


yx

. 
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Рисунок 4 
 

Задача 16. Составить уравнение параболы и ее директрисы, если па-
рабола проходит через точки пересечения прямой 0 yx  и окружности 

0422  xyx  и симметрична относительно оси Оу. 
Решение 
Найдем точки пересечения заданных линий, решив совместно их 

уравнения: 









.04

;0
22 xyx

yx
 

В результате получим  0,0 11  yx ,  2,2 22  yx . Точки пере-
сечения  0,0O  и  2,2 A . Так как парабола проходит через точку  0,0O  
и симметрична относительно оси Оу, то в этой точке будет находиться 
вершина параболы. Поэтому уравнение параболы имеет вид: pyx 22  . Так 
как парабола проходит через точку  2,2 A , то координаты этой точки 

удовлетворяют уравнению параболы:   .1,22,2222  ppp  

Итак, уравнение параболы будет yx 22  , уравнение директрисы 

2

p
y   или 2

1y , откуда .012 y  

 
Задача 17. Какую поверхность определяет уравнение 

054188232 222  zyxzyx ? 
Решение 
Чтобы привести данное уравнение к каноническому виду, выделим 

полные квадраты переменных zyx ,, : 

      ;03696344212 222  zzyyxx  

F2 

F1 

у 

О

 

х 
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      .3633221 222  zyx  
Отсюда 

     
.1

12

3

18

2

36

1 222








 zyx

 

Сравнивая полученное уравнение с табличными, видим, что это 
уравнение однополостного гиперболоида, центр которого смещен в точку 
 3,2,1  . Путем параллельного переноса прямоугольной системы коор-
динат по формулам 













3

;2

;1

Zx

Yy

Xx

 

приведем уравнение к каноническому виду: 

.1
121836

222


ZYX

 

 
2 Задачи и упражнения для решения 
 
2.1 Прямая на плоскости 
 
1 Записать уравнение прямой, заданной точкой 0 0 0( ; )M x y  и нор-

мальным вектором n


=(А,В), если: 

а) 0 (1;2)M , n


=(3,-4); 

б) 0 (1; 1)M  , n


=(2,-3). 

2 Записать уравнение прямой, заданной точкой 0 0 0( ; )M x y  и направ-

ляющим вектором s


=( ,l m ), если: 

а) 0 ( 2;2)M  , s


=(-1,1); 

б) 0 ( 1;4)M  , s


 =(2,1). 

3 Записать уравнение прямой, заданной двумя точками 1 1 1( ; )M x y  и 

2 2 2( ; )M x y , если: 

а) 1(3; 1)M   и 2 (2;5)M ; 

б) 1(4;0)M  и 2 ( 1;2)M  . 
4 Дана прямая 2 3 4 0x y   . Составить уравнение прямой, прохо-

дящей через точку 0 (2;1)M : 
а) параллельно данной прямой; 
б) перпендикулярно к данной прямой; 
в) под углом 45 к данной прямой. 
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5 Вычислить угол между данными прямыми: 
а) 5 3 0x y   , 2 3 4 0x y   ; 
б) 2 3 0x y   , 2 4 5 0x y   ; 

в) 3 5 1 0x y   , 5 3 2 0x y   . 
6 Даны уравнения двух сторон прямоугольника 3 4 5 0x y   , 

4 3 7 0x y   и одна из его вершин ( 2;1)A  . Записать уравнения двух 
других сторон прямоугольника. 

7 Найти расстояние d от точки до прямой: 

а) (2; 1)A  , 4 3 10 0x y   ; 

б) (0; 3)A  , 5 12 23 0x y   . 

8 Даны уравнения двух сторон прямоугольника 3 2 5 0x y   , 
2 3 7 0x y    и одна из его вершин ( 2;1)A  . Вычислить площадь этого 
прямоугольника. 

9 Две стороны квадрата лежат на прямых 5 12 65 0x y    и 
5 12 26 0x y   . Вычислить его площадь. 

10 Найти проекцию точки ( 8;12)A   на прямую, проходящую через 

точки 1(2; 3)M   и 2 ( 5;1)M  . 

11* Даны две вершины треугольника 1( 6;2)A  , 2 (2; 2)A   и точка 

(1;2)N  пересечения его высот. Найти координаты третьей вершины 3A  и 

уравнение высоты 3A N . 

12 Известны вершины треугольника (4,6)A , ( 4,0)B  , ( 1, 4)C   . 
Требуется: 

а) записать уравнения сторон треугольника; 
б) записать уравнение высоты AD ; 

в) записать уравнение медианы CF ; 
г) записать уравнение биссектрисы угла B ; 
д) построить в декартовой системе координат треуголь-

ник ABC , высоту AD , медиану CF , биссектрису BK . 
13 Составить уравнения биссектрис углов между указанными прямыми: 

а) 3 4 2 0x y   , 5 12 3 0x y   ; 
б) 3 5 0x y   , 3 4 0x y   . 

14 Треугольник ABC  задан координатами своих вершин: (4,4)A , 
( 6, 1)B   , ( 2, 4)C   . Требуется записать уравнения биссектрисы внут-

реннего угла треугольника при вершине С и медианы, проведенной из этой 
вершины. 

15 Составить уравнение сторон треугольника, зная одну из его вер-
шин (3; 4)A   и уравнения двух его высот 7 2 1 0x y   , 2 7 6 0x y   . 
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16 Доказать, что точки  2,3 ,  1,7 ,  2,3  и  4, 5   являются 

вершинами трапеции. Найти уравнение средней линии трапеции и угол, 
заключенный между диагоналями. 

17 Составить уравнение прямой, проходящей через точку пересече-
ния прямых 11 3 7 0x y    и 12 19 0x y    и равноудаленной от точек 

(3; 2)A   и ( 1;6)B  . 
18* Составить уравнение прямой, симметричной прямой 

3 2 1 0x y    относительно точки (5;1)M . 
19* Составить уравнения сторон квадрата, если в прямоугольной сис-

теме координат даны одна из его вершин (2; 4)A  и точка пересечения его 

диагоналей (5;2)K . 
20* Даны уравнения боковых сторон равнобедренного треугольника 

7 9 0x y   , 5 0x y    и точка (3; 8)M  , лежащая на его основа-
нии. Записать уравнение основания треугольника. 

 
2.2 Плоскость 
 
1 Найти уравнение плоскости, проходящей через точку 

0 (2; 3; 7)M    параллельно плоскости 2 6 3 5 0x y z    . 
2 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

0 (2; 3;5)M   перпендикулярно линии пересечения плоскостей 
2 2 1 0x y z     и 5 0x y z    . 

3 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

0 (4; 3;2)M   и прямую 
2 3 1

x y z
 
 

. 

4 Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 1(2;3; 1)M   

и 2 (1;5;3)M  перпендикулярно плоскости 3 3 15 0x y z    . 
5 Записать уравнение плоскости, проходящей через точку 

1(1;2; 3)M   параллельно прямым 
1 1 7

2 3 3

x y z  
 


 и 

5 2 3

3 2 1

x y z  
 

 
. 

6 Через начало координат провести плоскость, перпендикулярную к 

прямой 
2 3 1

4 5 2

x y z  
 


. 

7 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
(3;5; 7)M  и отсекающей на осях координат равные отрезки. 

8 Записать уравнение плоскости, проходящей через точку 
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0 (2; 1;4)M   и отсекающей на оси Oz отрезок, вдвое больший, чем на осях 

Ox и Oy . 
9 Составить уравнение плоскости, проходящей через две точки 

(3;5;1)A , (7;7;8)B  и отсекающей на осях Ox  и Oy  равные отрезки. 
10 Составить уравнение плоскости, проходящей через начало коор-

динат и перпендикулярной к прямой пересечения плоскости 
2 4 3 0x y z     с плоскостью Oxz . 

11 Определить двугранный угол, образованный данными плоскостя-
ми: 6 3 2 0x y z    и 2 6 12 0x y z    . 

12 Составить уравнение плоскости, проходящей через три точки: 
а) 1(2;3;1)M , 2 (3;1;4)M , 3(2;1;5)M ; 

б) 1(2;0; 1)M  , 2( 2;4;1)M  , 3(0;2; 1)M  . 
13 Определить расстояния от точек (3;5;1)A , (7; 1;2)B  , (2;0;4)C  

до плоскости 2 2 5 0x y z     

14 Найти расстояние d  от точки ( 1;1; 2)M    до плоскости, прохо-

дящей через три точки 1(1; 1;1)M  , 2 ( 2;1;3)M  , 3(4; 5; 2)M   . 
15 Составить уравнение плоскости, проходящей через перпендику-

ляры, опущенные из точки  2,0,4A  на плоскости 7 2 0x y z    и 

5 3 0x y z   . 
16 Найти косинусы углов между двумя плоскостями: 

а) 2 3 0x y z   , 4 6 0x y z   ; 
б) 3 4 5 0x y z    , 2 2 2 7 0x y z    . 

17* Вычислить угол между плоскостями, проходящими через точку 

1(1; 1;1)M  , одна из которых содержит ось Ox , а другая – ось Oz . 

18* Найти основание перпендикуляра, опущенного из точки  1;3;5  

на прямую, по которой пересекаются плоскости 2 1 0x y z    , 
3 2 3 0x y z    . 

19* Определить объем тетраэдра, ограниченного координатными 
плоскостями и плоскостью 2 3 6 18 0x y z    . 

20* Вычислить косинусы внутренних двугранных углов тетраэдра, 
образованного плоскостями координат и плоскостью 
2 3 6 12 0x y z    . 

21* Даны уравнения трех граней параллелепипеда 
2 3 4 12 0x y z    , 3 6 0x y   , 5 0z    и одна из его вершин 
(6; 5;1) . Составить уравнения трех других граней параллелепипеда. 
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2.3 Прямая в пространстве. Взаимное расположение прямой и 
плоскости 

 
1 Составить канонические уравнения прямой, заданной общими 

уравнениями: 

1) 
2 3 1 0,

2 4 8 0;

x y z

x y z

   
    

  2) 
2 9 2 0,

3 1 0.

x y z

x y z

   
    

 

2 Составить канонические уравнения прямой, проходящей через точ-

ку 1(2;3; 5)M   параллельно прямой 
3 2 7 0,

3 2 3 0.

x y z

x y z

   
    

 

3 Записать канонические уравнения прямой, проходящей через точку 

(2;0;3)M  перпендикулярно к прямой 
2 3 4

1 5 2

x y z  
 


 и располо-

женной в плоскости xOz . 

4 Доказать параллельность прямых 
5 2 7

2 1 1

x y z  
 


 и 

3 2 0,

3 2 0.

x y z

x y z

   
    

 

5 Доказать перпендикулярность прямых 
1 2 1

2 3 6

x y z  
 


 и 

2 4 2 0,

4 5 4 0.

x y z

x y z

   
    

 

6 Доказать, что прямые 
1 2

2 1 2

x y z 
 

 
 и 

1 11 6

1 2 1

x y z  
   

пересекаются. Найти их точку пересечения. 

7 Доказать, что прямые 
2 1 0,

2 2 0

x y z

x y z

   
    

 и 
2 3 0,

0

x z

x y z

 
   

 

скрещиваются. 

8 Показать, что прямая 
13 1 4

8 2 3

x y z  
   лежит в плоскости 

2 4 1 0x y z    . 

9 Найти проекцию точки (1;2;1)M  на прямую 
2 1

3 1 2

x y z 
 


. 

10 Доказать, что прямые 
1 2 5

2 3 4

x y z  
 


 и 
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7 2 1

3 2 2

x y z  
 


 лежат в одной плоскости. Составить уравнение этой 

плоскости. 
11 Составить уравнения прямой, проходящей через точку 

 3, 2,0M   перпендикулярно к прямой 
1 2

2 1 3

x y z 
 


 и располо-

женной в плоскости xOy . 
12 Найти угол между указанными прямыми: 

а) 1l : 
3 2

1 1 2

x y z 
 


,  2l : 

2 3 5

1 1 2

x y z  
  ; 

б) 1l : 
3 4 2 0,

2 2 1 0,

x y z

x y z

  
    

  2l : 
4 6 2 0,

3 2 0.

x y z

y z

   
   

 

13 Вычислить синус угла между прямой 
1 1

4 12 3

x y z 
 


 и плоско-

стью 6 3 2 0x y z   . 

14* Из всех прямых, пересекающих две прямые 
3 5

2 3 1

x y z 
   и 

10 7

5 4 1

x y z 
  , найти ту, которая была бы параллельна прямой. 

2 1 3

8 7 1

x y z  
  . 

15* Найти уравнение перпендикуляра, опущенного из точки 

0 (3; 2;4)M   на плоскость 5 3 7 1 0x y z    . 
16 Составить канонические уравнения перпендикуляра, опущенного 

из данной точки на данную прямую, если: 

а) (5;3;1)M , l : 
2 1

1 2 3

x y z 
  ; 

б) (0;0;0)O , 
5 2 1

4 3 2

x y z  
 


. 

17* Найти уравнение плоскости, проектирующей прямую 
2 3 1

5 1 2

x y z  
   на плоскость 4 3 7 0x y z    . 

18 Найти расстояние между двумя параллельными прямыми: 

а) 
3 1 2

1 1 2

x y z  
 


, 

2

1 1 2

x y z
 


; 
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б) 
4 2 3 1 0,

9 5 2 9 0,

x y z

x y z

   
    

 
3 7 2 0,

4 3 0.

x y z

x y z

   
    

 

19* Найти канонические уравнения проекции прямой на 
4 1

4 3 2

x y z 
 


 плоскость 3 8 0x y z    . 

20* Записать уравнения проекции прямой 
3 1 2

2 2 1

x y z  
   на 

плоскость Oyz . 
 
2.4 Кривые второго порядка 
 
1 Записать уравнение окружности, если концы одного из ее диамет-

ров имеют координаты (3,9) и (7,3). 
2 Записать уравнение окружности, проходящей через три данные точки: 

а) 1(9,3)M , 2( 3,3)M  , 3(11,1)M ; 

б) 1(4,5)M , 2 ( 4, 1)M   , 3(0,1)M . 
3* Составить уравнение окружности, касающейся прямой 

7 10 0x y    в точке (4,2)N , если известно, что ее центр лежит на пря-

мой 2 0x y  . 
4 Привести к каноническому виду уравнение окружности: 

а) 2 2 2 4 0x y x y    ; 

б) 2 23 3 2 7 1 0x y x y     . 
5 Составить каноническое уравнение эллипса, зная, что: 

а) большая ось равна 10, а расстояние между фокусами равно 8; 
б) малая полуось равна 6, эксцентриситет равен 0,8; 
в) расстояние между фокусами равно 6, эксцентриситет равен 0,6; 
г) сумма полуосей равна 10, расстояние между фокусами 

равно 4 5 . 
6 Определить эксцентриситет эллипса, если известно, что: 

а) расстояние между его фокусами равно расстоянию между 
вершинами большой и малой полуосей; 

б) большая ось втрое больше малой. 
7 Составить уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси орди-

нат симметрично относительно начала координат, если: 
а) большая ось равна 10, расстояние между фокусами равно 8; 
б) малая ось равна 16, эксцентриситет равен 0,6. 

8 Оси эллипса совпадают с осями координат. Эллипс проходит через 
точки 1(2,2)M , 2 (3,1)M . Составить уравнение эллипса. 

9 Эллипс касается оси абсцисс в точке (8,0) и оси ординат в точке 
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(0,-5). Записать уравнение эллипса, если известно, что его оси параллельны 
осям координат. 

10 Прямые 8x    служат директрисами эллипса, малая ось которо-
го равна 8. Найти уравнение этого эллипса. 

11 Составить каноническое уравнение гиперболы, фокусы которой 
расположены на оси абсцисс симметрично относительно начала коорди-
нат, если: 

а) расстояние между фокусами равно 14, действительная ось 
равна 12; 

б) расстояние между фокусами равно 6, эксцентриситет равен 3/2; 
в) расстояние между фокусами равно 20, уравнения асимптот 

4

3

x
y   ; 

г)* расстояние между директрисами равно 32/5 и мнимая ось 
равна 6. 

12 Составить каноническое уравнение гиперболы, если: 
а) действительная ось равна 48, эксцентриситет равен 13/12; 

б) гипербола проходит через точку (10, 3 3M  ) , асимптоты 

заданы уравнениями 
3

5

x
y   ; 

в) даны точки 1( 8,2 2)M   и 2 (6, 1)M   гиперболы. 

13* Фокусы гиперболы совпадают с фокусами эллипса 
2 2

1
25 9

x y
  . 

Составить уравнение гиперболы, если ее эксцентриситет равен 2. 
14 Составить уравнение параболы, вершина которой находится в на-

чале координат, зная, что: 
а) парабола симметрично расположена относительно оси Ox  и 

проходит через точку ( 2,4)A  ; 
б) парабола симметрично расположена относительно оси Oy  и 

проходит через точку (3, 9)B  . 

15 На параболе 2 16y x  найти точки, фокальный радиус-вектор ко-
торых равен 13. 

16 Арка моста имеет форму параболы. Определить параметр этой 
параболы, зная, что пролет арки равен 24 м, а высота равна 6 м. 

17* Определить общие касательные к параболе 2 4y x  и к эллипсу 
2 2

1
8 2

x y
  . 

18 Привести к каноническому виду уравнение линии, определить ее 
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тип. Выполнить чертеж: 
а) 24 8 7y x x   ; 

б) 2 24 9 40 36 100 0x y x y     ; 

в) 2 24 8 24 24x y x y    ; 

г) 22 12 14 0x y y    ; 

д) 2 216 9 64 18 199 0x y x y     ; 

е) 2 22 8 6 1 0x x y y     . 
19* Составить уравнение и построить линию, расстояния каждой точ-

ки которой от точки (2;0)A  и от прямой 5 8y x   относятся как 5 : 4 . 
20* Составить уравнение параболы и ее директрисы, если парабола 

проходит через точку пересечения прямой 0x y   и окружности 
2 2 4 0x y x    и симметрична относительно оси Oy . 

 
2.5 Цилиндрические поверхности, поверхности вращения, 

поверхности второго порядка 
 
1 Определить, какую поверхность определяет уравнение: 

а) 
2 2 2x y ax  ; г) 

2 4y z ; ж) 
2 2x az ; 

б) 
2 2 4y z  ; д) 4xz  ; з) 2 2 2x y ay  . 

в) 2y ax ; е) 
2 2

2 2
0

x y

a b
  ; 

Построить данные поверхности. 

2 Линия задана уравнением 
2;

0.

z x

y

 



 Написать уравнения поверхно-

сти, полученной в результате вращения вокруг оси: 
а) Ox ;  б) Oz . 
3* Линия задана уравнением: 

а)

2

;

0;

xz e

y

 



  б) 

2

4
;

0.

z
x

y

 

 

 

Написать уравнения поверхностей вращения, полученных в резуль-
тате вращения указанных кривых вокруг оси Oz . 

4 Назвать и построить поверхность: 
а) 2 2 2 3 5 4 0x y z x y z      ; 

б) 2 2 2 2 4 6 22 0x y z x y z       . 
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5 Найти точки пересечения поверхности и прямой: 

а) 
2 2 2

1
16 9 4

x y z
     и  

2

4 3 4

x y z 
 


; 

б) 
2 2

2 1
4 9

x z
y      и  

3 1 6

1 1 3

x y z  
  ; 

в) 
2 2 2

1
81 36 9

x y z
     и  

3 4 2

3 6 4

x y z  
 


. 

6* Составить уравнение касательной плоскости к сфере 
2 2 2( 1) ( 3) ( 2) 49x y z       в точке (7; 1;5)M  . 
7* Исследовать методом сечений и построить данные поверхности: 

а) 
2 2 2

1
9 16 25

x y z
   ; г) 2 2 2 9x y z     ; 

б) 2 2 2 4x y z   ; д) 2 2 2y x z  ; 

в) 
2

22
2

y
z x  ; е) 2 22z x y   . 

8* Построить тело, ограниченное поверхностями: 
а) 2 2z x y  , 1x y  , 0x  , 0y  , 0z  ; 

б) 2 2 2 0 ( 0)x y z z    , 2 26z x y   . 
 
3 Варианты контрольных заданий 
 
Вариант 1 
1 Написать уравнение линии центров двух окружностей 

2 2 6 8 0x y x y     и 2 2 12 11 0x y y    . Выполнить чертеж. 
2 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

(3;4; 5)M   параллельно двум векторам 1a


=(3;1; 1)  и 2a


=(1; 2;1) . 

3 Доказать, что прямые 
3 3 1

4 1 2

x y z  
   и 

4 0,

2 3 5 0

x y z

x y z

   
    

 пе-

ресекаются. 
4 С помощью метода выделения полного квадрата привести уравне-

ние линии 2-го порядка к каноническому виду и определить ее тип: 
09183095 22  yxyx . Выполнить чертеж. 

5 Исследовать поверхность методом сечений: zyx 422  . Выполнить 
чертеж. 

 
Вариант 2 
1 Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

1(2; 15;1)M   и 2 (3;1;2)M  перпендикулярно к плоскости 3 4 0x y z   . 
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2 Найти проекцию B  точки (4;3;10)A  на прямую 
1 2 3

2 4 5

x y z  
  . 

3 С помощью метода выделения полного квадрата привести уравне-
ние линии 2-го порядка к каноническому виду и определить ее тип: 

2 2 2 6 0x y x y     . Выполнить чертеж. 

4 Дано уравнение эллипса 2 225 169 4225x y  . Вычислить длину 
осей, координаты фокусов и эксцентриситет эллипса, построить его. 

5 Исследовать поверхность методом сечений: 2 2 2 4 0x y z    . 
Выполнить чертеж. 

 
Вариант 3 
1 Найти канонические уравнения прямой, проходящей через точку 

0 (1; 3;5)M   параллельно прямой 
3 2 7 0,

3 2 3 0.

x y z

x y z

   
    

 

2 Найти проекцию B точки (5;2; 1)A   на плоскость 
2 3 23 0.x y z     

3 С помощью метода выделения полного квадрата привести уравне-
ние линии 2-го порядка к каноническому виду и определить ее тип: 

2 29 4 54 32 109 0x y x y     . Выполнить чертеж. 

4 Определить точки пересечения гиперболы 
2 2

1
20 5

x y
    и парабо-

лы 2 3y x . Выполнить чертеж. 
5 Исследовать поверхность методом сечений: 

2 2 24 9 36 36 0x y z    . Выполнить чертеж. 
 
Вариант 4 
1 Найти точку 1A , симметричную точке (5;10;4)A  относительно 

прямой 
1 2 ,

2 4 ,

3 5 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

2 Составить каноническое уравнение эллипса, зная, что (0; 2)A  и 

15
;1

2
B
 
 
 

 – точки, лежащие на кривой. Выполнить чертеж. 

3 Составить каноническое уравнение параболы, если известно, что 
директриса параболы задана уравнением 5y  . Построить параболу. 
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4 Через точку (2; 5)A  провести прямые, параллельные асимптотам 

гиперболы 2 24 4x y  . Выполнить чертеж. 
5 Исследовать поверхность методом сечений: 

2 2 29 4 36 8 4 0x y x y z      . Выполнить чертеж. 
 
Вариант 5 

1 Доказать, что прямые 
1

1 2 3

x y z
 


 и 








03832

,0153

zyx

zyx
 взаимно- 

перпендикулярны. 

2 Фокусы гиперболы совпадают с фокусами эллипса 
2 2

1
49 24

x y
  . Со-

ставить уравнение гиперболы, если ее эксцентриситет равен 1,25. Найти 
уравнения асимптот и директрис гиперболы. Построить гиперболу. 

3 Найти точки пересечения поверхности 
2 2 2

1
81 36 9

x y z
    и прямой 

3 4 2

3 6 4

x y z  
 


. 

4 Найти уравнение плоскости, проходящей через точку (2; 1;1)M   
перпендикулярно плоскостям 2 1 0x z    и 0y  . 

5 Исследовать поверхность методом сечений: 
2 2 24 24 4 2 35 0x y x y z z       . Выполнить чертеж. 

 
Вариант 6 
1 Найти точку, симметричную точке (2;7;1)M  относительно плоско-

сти 4 7 0x y z    . 

2 Составить уравнения гиперболы, если даны точка 1

9
; 1

2
M   

 
 ги-

перболы и уравнения асимптот 
2

3
y x  . Фокусы гиперболы лежат на оси 

абсцисс. Выполнить чертеж. 
3 Составить канонические уравнения прямой, заданной общими 

уравнениями: 
2 3 3 9 0,

2 3 0.

x y z

x y z

   
    

 

4 Сфера проходит через точку (4;2;2)M  и имеет центр в точке 
(1; 1; 1)C   . Составить ее уравнение и выполнить чертеж. 

5 Исследовать поверхность методом сечений: 
01124632 222  zyxzyx . Выполнить чертеж. 
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Вариант 7 
1 Даны вершины треугольника ABC : (1;0)A , ( 1;4)B  , (9;5)C . Най-

ти уравнение стороны AB , уравнение высоты CH , уравнение медиа-
ны AM , точку N  пересечения медианы AM и высоты CH , уравнение 
прямой, проходящей через точку C  параллельно стороне AB . 

2 Определить угол между прямыми 
3 4 2 0,

2 2 1 0

x y z

x y z

  
    

 и 

4 6 2 0,

3 2 0.

x y z

y z

   
   

 

3 Составить уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на оси 
абсцисс, если даны точка 1(9;8)M  гиперболы и уравнения асимптот 

2 2

3
y   . Найти эксцентриситет и уравнения директрис. Построить ги-

перболу. 
4 С помощью метода выделения полного квадрата привести уравне-

ние линии 2-го порядка к каноническому виду и определить ее тип: 
2 4 2 11 0y x y    . Выполнить чертеж. 

5 Исследовать поверхность методом сечений: 2 2 2y x z  . Выпол-
нить чертеж. 

 
Вариант 8 
1 Найти высоту пирамиды SABC , опущенную из вершины S  на 

грань ABC , если (1;4; 2)S  , (0; 1;1)A  , (3;5;1)B , (1; 3; 1)C   . 

2 Доказать, что прямые взаимно-перпендикулярны 
1

1 2 3

x y z
 


 и 

3 5 1 0,

2 3 8 3 0.

x y z

x y z

   
    

 

3 Составить уравнение эллипса, фокусы которого расположены на 
оси абсцисс симметрично относительно начала координат, если дана точка 

1(2, 2)M  эллипса, а его большая полуось равна 4. 
4 С помощью метода выделения полного квадрата привести уравне-

ние линии 2-го порядка к каноническому виду и определить ее тип: 
2 23 4 12 24 0x y x    . Выполнить чертеж. 

5 Исследовать поверхность методом сечений: 2 2 2 4 0x y z    . 
Выполнить чертеж. 

 
 



Ответы 
 
2.1 Прямая на плоскости 
1. а) 0543  yx ; б) 0532  yx . 2. а) 0 yx , б) 092  yx . 

3. а) 0176  yx , б) 0852  yx . 4. а) 0732  yx , б) 0423  yx , 
в) 035  yx , 0115  yx . 5. а) 45 , б) 0 , в) 90 . 6. 01043  yx , 

0534  yx . 7. а) 3 , б)1. 8. 6 . 9. 49 . 10.  5,12 . 11.  4,23A , 02  yx . 
12. а) 01243  yx , 022  yx , 01634  yx , б) 01243  yx , 
в) 037  yx , г) 047  yx . 13. а) 011864  yx , 04111214  yx , 
б) 016 x , 092 y . 14. 0187  yx , 014211  yx . 15. 02272  yx , 

01327  yx , 02  yx . 16. 0934  yx , 
13

5
cos  . 17. 097  yx , 

012  yx . 18. 02723  yx , 19. 0163  yx , 0143  yx , 0323  yx , 
023  yx . 20. 013  yx , 0273  yx . 

 
2.2 Плоскость 
1. 043362  zyx . 2. 02343  zyx . 3. 0689  zyx . 

4. 01432  zyx . 5. 0165119  zyx . 6. 0254  zyx . 7. 01  zyx . 

8. 0622  zyx . 9. 050677  zyx . 10. 04  zx . 11. 
2

 . 

12. а) 092  zyx , б) 02  yx . 13. 
3

1
;2;

3

16 . 14. 4 . 

15. 01543811  zyx . 16. а) 
5314

20
 , б) плоскости взаимно-перпенди-

кулярны. 17. 060 . 18.  4,1,2 . 19. 27 . 20. 
7

6
;

7

3
;

7

2 . 21. 01432  zyx , 

093  yx , 01 z . 
 
2.3 Прямая в пространстве. Взаимное расположение прямой и 

плоскости 

1. а) 
1

1

21

2 


 zyx , б) 
114

1





 zyx . 2. 

5

5

4

3

2

2









 zyx . 

3. 
1

3

02

2 


 zyx . 6.  2,3,3  . 9. 





 

13

27
;

13

7
;

13

5 . 10. 03113162  zyx . 

11. 
02

2

1

3 zyx





 . 12. а) 060 , б) 
195

98
cos  , 059 48  . 13. 

91

18
sin  . 

14. 
1

9

7

8

8







zyx . 15. 
7

4

3

2

5

3








 zyx . 16. а) 

1

1

0

3

3

5








 zyx , 

б) 
272633

zyx



 . 17. 010191711  zyx . 18. а) 

3

10 , б) 
69

294 . 

19. 
1

4,1

4

6,4

7

8,0








 zyx . 20. 053  zy , 0x . 
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2.4 Кривые второго порядка 
1.     1365 22  yx . 2. а)     10053 22  yx , б)  2

9x    

+  2
14 250y   . 3.     200126 22  yx . 4. а)     521 22  yx , 

б) 
36

41

6

7

3

1
22







 






  yx . 5. а) 1

925

22


yx , б) 1

36100

22


yx , в) 1

64100

22


yx , 

г) 1
1636

22


yx . 6. а) 4,0 , б)

3

22 . 7. а) 1
259

22


yx , б) 1

1625

22


yx . 

8. 1
32

5

32

3 22


yx . 9.    

1
25

5

64

8 22





 yx . 10. 1

1632

22


yx . 11. 1

1336

22


yx , 

б) 1
54

22


yx , в) 1

6436

22


yx , г) 1

916

22


yx . 12. а) 1

100576

22


yx , б) 1

925

22


yx , 

в) 1
832

22


yx . 13. 1

124

22


yx . 14. а) xy 82  , б) 2xy  . 15.  12,9 ,  12,9  . 

16. 12. 17. 042  yx . 18. а)    3
4

1
1 2  yx , б)    

1
4

2

9

5 22





 yx , 

в)    
1

1

3

4

4 22





 yx , г)    4

2

1
3 2  xy , д)    

1
16

1

9

2 22








yx , 

е)    
1

16

3

8

2 22





 yx . 19.  

1
3664

8 22


 yx . 20. 

2

1
y . 

 
2.5 Цилиндрические поверхности, поверхности вращения, второго 

порядка 

4. а)  
2

25
2

2

5

2

3 2
22







 






  zyx , сфера; б)      2 2 2

1 2 3x y z       

= 36 , сфера. 5. а)  2,3,4  , б)  9,2,4 , в)  2,4,3  ,  2,2,6  . 6. 055326  zyx . 
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