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1 Общие сведения о системах дифференциальных 
уравнений 

 
В приложениях математики к изучению технических дисциплин, хи-

мии, биологии, технологии производств, финансово-экономических дис-
циплин важную роль играют математические модели на основе обыкно-
венных дифференциальных уравнений вида F(x, y, y′, y″, …, y(n)) = 0 для 
одной исследуемой функции y = y(x) – функции одной переменной х. 

На практике встречаются процессы, для описания которых (для изу-
чения которых) одной функции недостаточно. Они, эти функции, зависят 
от одного и того же аргумента и связаны между собой системой диффе-
ренциальных уравнений. 

Рассмотрим основные понятия, задачи и теоремы для системы диф-
ференциальных уравнений. 

 
Совокупность соотношений 
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где х – независимая переменная; 
     nyyy ,...,, 21  – искомые функции, зависящие от х, называется си-

стемой обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 
Решением системы (1) называется всякая система из n функций 

nyyy ,...,, 21 , подстановка которых в уравнения (1) обращает все эти уравне-
ния в тождества. 

Например, система 
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состоящая из двух уравнений с двумя неизвестными (искомыми) функци-
ями y и z, имеет решение y = 3x2, z = x3 – x2. Следовательно, y′ = 6x,                
z′ = 3x2 – 2x и, значит, 
 

.04)(6)23(26

,023)4(
3

1
23

2322

2322





xxxxxx

xxxxxxx
 



 5 

Следовательно, решение системы (2) найдено верно.  
Система (1) дифференциальных уравнений первого порядка, разре-

шенных относительно производных от независимых функций, называется 
нормальной системой n дифференциальных уравнений с n неизвестными 
функциями nyyy ,...,, 21  и имеет вид: 
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Эту систему можно рассматривать как обобщение одного дифферен-
циального уравнения первого порядка (с одной неизвестной функцией), 
разрешенного относительно производной: 

 

),,( yxf
dx

dy
                                                 (4) 

т. е. систему (3) можно записать в более компактном виде, если пользо-
ваться векторной записью, а именно 

 

),,( yxf
dx

yd 
  

где  
),),,(),...,,(),,((),( 21 yxfyxfyxfyxf n


  

)).(,...,)(),(()( 21 xyxyxyxyy n


 

Как известно, решение )(xy   уравнения (4) геометрически пред-
ставляет собой некоторую кривую (интегральную кривую уравнения), ле-
жащую на плоскости xoy.  

Аналогичным образом решение нормальной системы 
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т. е. пару функций y(x) и z(x) можно рассматривать как некоторую кривую 
в трехмерном пространстве XYZ. Эту кривую называют интегральной кри-
вой системы (5) в этом пространстве. 
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В случае n > 2 решение )(11 xy  , )(22 xy  , …, )(xy nn   нор-
мальной системы (3) нельзя аналогичным образом изобразить кривой, не 
выходя за пределы трехмерного пространства. 

Однако, обобщая геометрическую терминологию, по-прежнему бу-
дем считать, что решение  

 

)(...,),(),( 2211 xyxyxy nn                                      (6) 

системы (3) определяет собой интегральную кривую системы (3), лежа-
щую в (n + 1)-мерном пространстве переменных х, y1, y2, …, yn. 

Задание нормальной системы уравнений (3) можно по аналогии с 
двумерным случаем геометрически толковать как задание поля направле-
ний в некоторой области (n + 1)-мерного пространства. 

Говорят, что решение (6) системы (3) удовлетворяет начальным дан-
ным х0, y10, y20, …, yn0, если 1001 )( yx  , 2002 )( yx  , …, 00 )( nn yx  . Геомет-
рически это значит, что интегральная кривая (6) проходит через точку         
(х0, y10, y20, …, yn0) (n + 1)-мерного пространства. 

Задача Коши для нормальной системы (3) и начальных данных х0, 
y10, y20, …, yn0 ставится следующим образом: найти решение системы (3), 
удовлетворяющее начальным данным х0, y10, y20, …, yn0. 

Достаточные условия существования и единственности решения за-
дачи Коши даются следующей теоремой. 

Теорема Коши. Если в некоторой области D (n + 1)-мерного про-
странства функции f1(х, y1, y2, …, yn), f2(х, y1, y2, …, yn), …, fn(х, y1, y2, …, yn) 
непрерывны и имеют непрерывные частные производные по y1, y2, …, yn, 
то для любой точки (х0, y10, y20, …, yn0) области D существует, и при том 
единственное, решение )(...,),(),( 2211 xyxyxy nn    системы (3), 
определенное в некоторой окрестности точки х0 и удовлетворяющее 
начальным условиям х0, y10, y20, …, yn0. 

Из теоремы Коши следует, что в указанной области D система (3) 
имеет бесчисленное множество решений. Действительно, изменяя значе-
ния y10, y20, …, yn0 в некоторых пределах, для каждой системы чисел х0, y10, 
y20, …, yn0  получим «свое» решение системы: 

 

)....,,,,(...,),...,,,,(),...,,,,( 0201002010220201011 nnnnn yyyxyyyyxyyyyxy    

Общим решением системы (3) в некоторой области D (n + 1)-мерного 
пространства называются n функций  

 

),С...,,,,(...,),С...,,,,(),С...,,,,( 2121222111 nnnnn ССxyССxyССxy       (7) 

зависящих от х и n произвольных постоянных nСС С...,,, 21 , если эти функ-
ции (7) являются решением системы (3) и если любое решение этой систе-
мы, лежащее в указанной области D, может быть записано в виде (7) при 
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некоторых значениях постоянных nСС С...,,, 21 . 
Частным решением системы (3) называется решение, которое полу-

чается из общего решения системы при конкретных значениях постоянных 
nСС С...,,, 21 . 

Если в области D выполнены условия теоремы Коши, то для нахожде-
ния частного решения, «проходящего через заданную точку (х0, y10, y20, …, yn0) 
области», достаточно разрешить уравнения 
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относительно nСС С...,,, 21  и подставить полученные значения постоян-
ных в (7). 

Нормальная система уравнений (3) в случае n = 3 допускает простую 
механическую интерпретацию.  

Обозначим независимую переменную через t, а искомые функции 
через x, y и z и будем рассматривать t как время, а x, y и z как координаты 
движущейся частицы. 

При этом решение  
)(),(),( 321 tztytx    

системы 
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                                               (8) 

определяет положение движущейся частицы в любой момент времени t,         
т. е. определяет закон движения частицы. 

Кривая пространства XYZ, задаваемая уравнениями 
),(),( 21 tytx    )(3 tz  , будет траекторией движения, а производные 

dt

dz

dt

dy

dt

dx
,,  – координатами вектора скорости движущейся частицы. 

Решить для системы (8) задачу Коши с начальными данными t0, x0, y0, 
z0 – значит, найти закон движения той частицы, которая в момент времени 
t0 находилась в точке (x0, y0, z0). 

При такой интерпретации система (8) называется динамической, про-
странство XYZ – фазовым, а решения системы (8) – движениями.  
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Если функции f1, f2, f3 системы (8) не зависят от времени, то движе-
ние частиц называется стационарным (скорости движения частиц в каж-
дой точке пространства XYZ не зависят от времени, т. е. являются посто-
янными в течение всего времени). Если при этом функции f1, f2, f3  удо-
влетворяют условиям теоремы Коши, то через каждую точку фазового 
пространства будет проходить только одна траектория, т. к. в любой мо-
мент времени в этой точке вектор скорости имеет одну и ту же величину 
и направление. 

 
 
2 Метод исключения для нормальных систем 

дифференциальных уравнений  
 
Изучение нормальных систем дифференциальных уравнений и их 

свойств тесно связано с изучением дифференциальных уравнений высших 
порядков от одной неизвестной функции. 

Пусть дано, например, уравнение 

),,,,( yyyxfy                                               (9) 

из которого можно получить нормальную систему трех дифференциаль-
ных уравнений с тремя неизвестными функциями: обозначим y = y1. 

Тогда  

1 2 2 3 3, ( ) , ( ) .               y y y y y y y y y y  

Итак, вместо уравнения (9) имеем нормальную систему дифференци-
альных уравнений 
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Если y1, y2, y3 – решение системы (10), то y1 = y – решение уравнения (9) 
и, наоборот, если y – решение уравнения (9), то  y2 = у′1  и  y3 = у′1 есть ре-
шение системы (10).   

При определенных условиях справедливо и обратное утверждение: 
всякая нормальная система дифференциальных уравнений (3) эквивалент-
на некоторому дифференциальному уравнению n-го порядка с одной неиз-
вестной функцией, разрешенному относительно производной. 

Сведение интегрирования нормальной системы дифференциальных 
уравнений к интегрированию одного дифференциального уравнения выс-
шего порядка является одним из основных методов интегрирования нор-
мальных систем. 

Приведем доказательство этого утверждения. 
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Дифференцируем по х обе части первого уравнения системы (3): 

.... 11
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Заменяя производные 
dx

dy

dx

dy

dx

dy n...,,, 21  их выражениями f1, f2, …, fn из 

системы (3), будем иметь уравнение 
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Дифференцируя полученное уравнение и поступая аналогично 
предыдущему, найдем 
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Продолжая далее таким же образом, получим, наконец, уравнение 
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Итак, получаем следующую систему: 
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Из первых n – 1 уравнений определим y2, y3, ..., yn, выразив их через x, 

y1 и производные 1
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 (предполагается, что эти операции 

выполнимы): 
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                                      (12) 

Подставляя в последнее уравнение системы (11) вместо y2, y3, ..., yn 
их значения из системы (12), получим уравнение  
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( 1)1
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x y y y
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 .                                  (13)          

Решая это уравнение, определим y1: 

).,...,,,( 2111 nCCCxy                                          (14) 

Дифференцируя равенство (14) n – 1 раз, найдем y′1, y″1, ..., y1
(n-1) как 

функции от х и С1, С2, …, Сn. Подставляя затем эти функции 
),...,,,( 2111 nCCCxy  , ),...,,,( 2111 nCCCxy   , …, ),...,,,( 21
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nn CCCxy    в 
систему (12), получим 
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                                      (15) 

Функции (14) и (15) являются общим решением нормальной систе-
мы (3). 

Для отыскания частного решения нормальной системы (3) при наличии 
начальных данных х0, y10, y20, …, yn0 нужно в систему функций (14) и (15) 
подставить начальные данные и затем из нее найти Ci (х0, y10, y20, …, yn0) =         
= Ci0 ( 1,i n ). Найденные Ci0 подставляем в систему функций из уравнений 
(14) и (15) и получим искомое частное решение, т. е. решение задачи Коши 
для системы (3) при известных начальных данных х0, y10, y20, …, yn0. 

Замечание 1. Если система (3) линейна относительно искомых 
функций, то и уравнение (13) будет линейным. 

Пример 1 – Решить систему дифференциальных уравнений 

,

.

dy
y z

dx
dz

y z x
dx

  

  


 

Решение 
Данная система – нормальная система двух уравнений с двумя неиз-

вестными (искомыми) функциями y и z. 
Продифференцируем первое уравнение по х: 

dx

dz

dx

dy

dx

yd


2

2

 

и заменим 
dx

dz
 его значением из системы. 



 11

Получим 

.
2

2

xzy
dx

dy

dx

yd
  

Подставляя dy

dx
 вместо y + z из первого уравнения системы, прихо-

дим к линейному неоднородному дифференциальному уравнению второго 
порядка 

.2
2

2

x
dx

dy

dx

yd
                                              (16) 

Решаем это уравнение: 

.2,0,0,02 21
2  ккккyy  

xeCCy 2
21   – общее решение однородного уравнения, С1, С2 – произ-

вольные постоянные. 
2( ) .чy x Ax B Ax Bx     

2 , 2 ,

1
2 2(2 ) , ,

4

   

    

ч чy Ax B y A

A Ax B x A
 

21 1 1 1
, ( 1).

4 4 4 4чB y x x x x         

2
1 2

1
( 1),

4
xy C C e x x     

где С1, С2 – произвольные постоянные, – общее решение вспомога-
тельного уравнения (16). 

Подставляя найденное значение y и 
4
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2 2
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eCy x  в первое урав-

нение системы, находим 
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т. е. 

).1(
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Семейство решений исходной (данной) системы уравнений опреде-
ляется функциями 
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),1(
4

12
21  xxeCCy x  

),1(
4

1
2 22

21  xxeCCz x  

где С1, С2 – произвольные постоянные. 

Замечание 2. Из первых n – 1 уравнений системы (11) находим 
функции y2, y3, …, yn. Может, иногда, оказаться, что их можно найти из 
меньшего числа уравнений. Тогда для определения y1 (см. формулу (13)) 
получим дифференциальное уравнение, порядок которого ниже n.  

Пример 2 – Проинтегрировать (решить) систему 

.,, yx
dt

dz
zx

dt

dy
zy

dt

dx
  

Решение 
Дифференцируя по t первое уравнение, находим следующее: 

),()(
2

2

yxzx
dt

dz

dt

dy

dt

xd
  

т. е. 

.2
2

2

zyx
dt

xd
  

Исключая переменные y и z из уравнений  

,2и
2

2

zyx
dt

xd
zy

dt

dx
  

будем иметь уравнение второго порядка  

.02
2

2

 x
dt

dx

dt

xd
 

Для него характеристическое уравнение к2 – к – 2 = 0, к1 = –1, к2 = 2 и 
общее решение 

.2
21

tt eCeCx    

Тогда 

.2 2
21

tt eCeC
dt

dx
 

 

Следовательно, из первого уравнения системы имеем 
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.2 2
21 zeCeCz

dt

dx
y tt                                    (17) 

Подставляя в третье уравнение системы  вместо x и y их значения, 
получим для определения z уравнение 

 

.3 2
2

teCz
dt

dz
  

Интегрируя это уравнение, находим 

.2
23

tt eCeCz                                                (18) 

Следовательно, на основании формул (17) и (18) имеем, что 

.)(2 2
231

2
23

2
21

tttttt eCeCCeCeCeCeCy    

Итак, функции 2
1 2 ,t tx C e C e   2

1 3 2( ) ,t ty C C e C e    
2

3 2
t tz C e C e   являются общим решением заданной системы. 

Примечание – После нахождения одной из функций дифференциальной системы (3) 
остальные функции находят, не используя операцию интегрирования, а только диффе-
ренцирование и метод исключения. 

Пример 3 – Решить систему дифференциальных уравнений 














.

,
2

y
dx

dz
z

y

dx

dy

 

Решение 
Дифференцируем второе уравнение системы по х. Получаем 

.
2

2

dx

dy

dx

zd
  

Вместо 
dx

dy
 из первого уравнения системы подставляем значения 

x

y2

, 

получаем уравнение 

,
2

2

2

z

y

dx

zd
  

в которое вместо y подставим его значение z' из второго уравнения систе-
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мы. Получаем уравнение второго порядка 
z

z
z

2)( 
 , т. е. ,0)( 2  zzz  

которое не содержит явно аргумент х и поэтому допускает понижение по-
рядка. Разделив обе части последнего равенства на z2, получим 

,0
)(

2

2









 




z

z

z

zzz
 

откуда имеем, интегрируя, 

,1Сz

z



 

или 
.1zCz   

Из последнего уравнения получаем (интегрированием) 

.1
2

xCeCz   

Так как 
dx

dz
y  , что видно из второго уравнения системы, получаем  

.1
21

xCeCCy   

Таким образом, ,1
21

xCeCCy    xCeCz 1
2  общее решение исходной 

системы. 
 
 
3 Системы линейных дифференциальных уравнений            

с постоянными коэффициентами 
 
Рассмотрим линейные однородные системы дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера применим для 
случая n = 3. Обозначая неизвестные функции независимой переменной х 
через у, z, w, запишем линейную однородную систему с постоянными ко-
эффициентами в виде 





















.

,

,

333231

232221

131211

wazaya
dx

dw

wazaya
dx

dz

wazaya
dx

dy

                                     (19) 
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Согласно методу Эйлера, ненулевые решения системы (19) ищут в 
виде 

,γ,,α kxkxkx ewβezey                                (20) 

где k,γβ,α,  – некоторые числа, которые надо подобрать так, чтобы 
функции (20) удовлетворяли системе (19). 

Подставляя функции (20) и их производные в уравнения системы (19), 
получим 













.0)(

,0)(

,0)(

333231

332221

131211

kaaa

akaa

aaka

                                  (21) 

Для того чтобы система (21) имела ненулевое решение, необходимо 
и достаточно, чтобы определитель системы был равен нулю. Таким обра-
зом, число k должно удовлетворять уравнению 

 

.0

333331

232221

131211







kaaa

akaa

aaka

                                (22) 

Уравнение (22) называется характеристическим (или вековым). По 
основной теореме алгебры оно имеет три корня: k1, k2, k3. Каждому из этих 
корней соответствует ненулевое решение системы (21). Обозначим эти 
решения ,γ,β,α 111  ,γ,β,α 222 333 γ,β,α . Тогда ненулевые решения системы 
(19) имеют вид: 

.,,

,,,

,,,

333

2

2

22

111

333333

22222

111111

kxxkxk

xkxkxk

xkxkxk

ewezey

ewezey

ewezey





 

Линейная комбинация этих решений (с произвольными постоянны-
ми коэффициентами)  

 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

,

,

  
  
  

y C y C y C y

z C z C z C z

w C w C w C w

                                      (23) 

также будет решением системы (19). 
Если корни k1, k2, k3 различны, то решение (23) будет общим решени-

ем системы (19) в области 
 

  wyx ,, . 
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Для случая кратных корней вопрос рассматривать не будем. 
Если y = u + iv, z = s + it, w = p + iq – комплексное решение системы (19), 

то действительные и мнимые части их также составляют решения систе-
мы (19). В случае, если  ik 2,1  – корни характеристического уравне-

ния, то найденные комплексные решения можно заменить действительны-
ми решениями, отделяя действительные и мнимые части составляющих их 
функций. 

 

Пример 1 – Найти общее решение системы 





















.

,

,

wzy
dx

dw

wzy
dx

dz

wzy
dx

dy

                                               (24) 

Решение 

Ищем решение системы (24) в виде .γ,,α kxkxkx ewβezey   

Подставляя эти функции в уравнения, после сокращения на еkx ( 0kxe ) по-
лучаем 













.0)1(

,0)1(

,0)1(

k

k

k

                                          (25) 

Характеристическое уравнение имеет вид: 

0

111

111

111







k

k

k

    или    .0)4)(1( 2  kk  

Его корни k1 = –1, k2 = –2, k3 = 2. 
Подставляем k1 = –1 в систему (25) и получим 













.02

,00

,00

 

Третье уравнение отбрасываем (оно следует из первых двух) и нахо-
дим  , , где   – любое число. Задав   какое-нибудь конкретное 
значение, например,   = –1, находим решение системы (24): 
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.,, 111
xxx ewezey    

Теперь подставим k2 = –2 в систему (25) и получим 













.03

,0

,0

 

Решая систему из двух последних уравнений с тремя неизвестными, 
получаем 0,  , где   – любое число. Полагая   = 1, находим второе 
решение системы (24):  

 

.,, 2
2

2
2

2
2

xxx ewezey    

Подставляя k3 = 2 в систему (25), получим 













.0

,03

,03

 

Отбрасывая третье уравнение, получаем 
2

,
2





 , где   – любое 

число. Положив   = 2, находим   = 1,   = 1,   = 2. Тогда третье решение 
системы будет иметь вид: 

 

.,, 2
3

2
3

2
3

xxx ewezey   

Общее решение системы имеет вид: 

,2

,

,

2
21

2
3

2
21

2
3

2
21

xx

xxx

xxx

eCeCw

eCeCeCz

eCeCeCy













 

где С1, С2, С3 – произвольные постоянные. 

Пример 2 – Найти решение системы 














,3

,2

zy
dx

dz

zy
dx

dy

                                               (26) 

удовлетворяющее начальным условиям у(0) = –1, z(0) = l. 
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Решение 
Ищем решение системы (26) в виде .,α kxkx βezey   При этом по-

лучаем 








.0)3(

,02)1(

k

k
                                      (27) 

Запишем характеристическое уравнение: 

0
31

21





k

k
    или    .0542  kk  

Корни  ik 22,1  комплексно-сопряженные. Подставляя k1 =2 + i в 

систему (27), получим 
 







.0)1(

,02)1(

i

i
 

Из первого уравнения (второе – следствие первого) находим 





2

1 i
. Взяв   = 2, имеем i 1 , т. е. первое решение системы (26) 

будет иметь вид: 
.)1(,2 )2(

1
)2(

1
xixi eizey    

Подставляя k2 = 2 – i   в систему (27), получим 







.0)1(

,02)1(

i

i
 

Из первого уравнения находим 



2

1 i
. Взяв   = 2, имеем 

i 1 . Тогда второе решение системы (26) будет иметь вид: 
 

.)1(,2 )2(
2

)2(
2

xixi eizey    

Найдем действительные и мнимые части функций: 

(2 ) 2 2 2
1

(2 ) 2 2 2
2

2 2 (cos sin ) 2 cos 2 sin ,

2 2 (cos sin ) 2 cos 2 sin ,

i x x x x

i x x x x

y e e x i x e x ie x

y e e x i x e x ie x





    

    
 

(2 ) 2
1

2 2

(1 ) (1 ) (cos sin )

(cos sin ) (cos sin ),

i x x

x x

z i e i e x i x

e x x ie x x
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(2 ) 2
2

2 2

( 1 ) ( 1 ) (cos sin )

(cos sin ) (cos sin ).

i x x

x x

z i e i e x i x

e x x ie x x

       

    
 

Действительные решения системы имеют вид: 

).sin(cos~,sin2~
),sin(cos~,cos2~

2
2

2
2

2
1

2
1

xxezxey

xxezxey
xx

xx




 

Тогда общее решение системы запишется в виде 

)),sin(cos)sin(cos(

),sincos(

21
2

21
2

xxCxxCez

xCxCey
x

x




 

где С1, C2 – произвольные постоянные. 
Теперь решим задачу Коши. Подставляя в общее решение системы 

вместо х, у, z их начальные значения 0, –1, 1, имеем 
 








.1

,01

21

21

СС

СС
 

Отсюда получаем С1 = –1, С2 = 2. 

Ответ: Искомое решение системы имеет вид: 

).sin3(cos),sin2cos( 2
1

2
1 xxezxxey xx   

 
 
4 Метод интегрируемых комбинаций для нормальных 

систем 
 
Другой способ решения нормальных систем дифференциальных 

уравнений основан на подборе так называемых интегрируемых комбина-
ций. Познакомимся с ним на примере. 

Пример 1  

,

,

.

dx
y z

dt
dy

z x
dt
dz

x y
dt

  

  

  

                                               (28) 
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Решение 
Обозначив производные функций x, y, z символами , ,x y z    и сложив 

уравнения системы (28), получим 
 

0,x y z      

т. е. 

( ) 0,
d

x y z
dt

    

откуда 

1.x y z С                                                (29) 

Аналогично, умножив первые уравнения системы (28) на х, второе на 
y и третье на z и сложив, получим 

 
0,xx yy zz      

т. е. 

2 2 21
( ) 0,

2

d
x y z

dt
    

откуда 
2 2 2

2.x y z С                                            (30) 

Выражения вида (29) и (30), представляющие конечные соотноше-
ния между искомыми функциями и  независимой переменной, называют 
первыми интегралами системы. В нашем частном случае независимая 
переменная t в соотношения (29) и (30) не входит. 

Если бы удалось получить еще один первый интеграл, выражаемый 
через , ,x y z , то задача (28) была бы решена. 

Заметим, что знание каждого первого интеграла для системы позво-
ляет понизить порядок уравнения (13), к которому сводится система (3), на 
единицу. 

Действительно, система трех уравнений (28) должна приводиться к 
одному дифференциальному уравнению 3-го порядка. 

Продифференцируем по t третье уравнение системы (28). 
Это дает  

2 .z x y x y z                                           (31) 

Воспользовавшись первым интегралом (29), имеем  

1x y С z    

и от уравнения (31) приходим к уравнению 2-го порядка 
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13z z С    

для отыскания функции z системы (28). 
 
 
5 Упражнения 
 
5.1 Найти общие и частные решения (там, где заданы начальные 

условия) для следующих систем дифференциальных уравнений. 
 

5.1.1 3 , 5 ,
dy dz

y z y z
dx dx

      

0 0 0если 1, при 0.y z z z    

5.1.9 2

,

2 .

tx x yt

t y x yt

   


   
 

5.1.2 
2 3 ,

2 4 .

t

t

x x y e

y x y e

   

   
 5.1.10 

,

4 3 2 ,

y y z x

z y z x

   
     

  

если y(0) = 1,  z(0) = 0. 

5.1.3 
2 ,

2 ,

2 .

x x y z

y x y z

z x y z

    
    
    

 
5.1.11 

,

,

.

x y z

y x z

z x y

  
   
   

 

5.1.4 

22 ,

.

y xy

z x
z

x

 

  

 5.1.12 1 1 2

1 1 2

2 2 ,

3 .

x x x

x x x

  
   

 

5.1.5 

2 ,

2 ,

2 .

x x y

y y z

z z

  
   
  

 
5.1.13 1 1 2

1 1 2

7 ,

2 5 .

x x x

x x x

   
    

 

5.1.6 

,

,

.

x y

y z

z x y z

 
  
    

 5.1.14 
2

2 4 1 4 ,

3
.

2

y y z x

z y z x

    

    

 

5.1.7 

0,

4 4 0,

0.

x z

y x y z

z y

  
     
   

 5.1.15 
,

.

y z

z x

 
  

  

5.1.8 
1,

1.

x y

y x

  
   

 5.1.16 
,

.

y z

z y
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5.1.17 
2

2 4 0,

3 3 .

y y z

z y z x

   

  

 
5.1.26 













,432

,23

,4

3213

212

211

xxxx

xxx

xxx

   

если х1(0) = 6, х2(0) = –6, х3(0) = 24. 

5.1.18 
6 7 5 10 ,

2 0,

3 2 .

x

x

u u v w e

v u v w

w u v w e

     
    
    

 5.1.27 







.32

,

212

211

xxx

xxx
  

5.1.19 
2 sin ,

4 2 cos ,

x x y t

y x y t

   
   

  

если x( ) = 1,  y( ) = 2. 

5.1.28 







.64

,2

212

211

xxx

xxx
  

5.1.20 
2 ,

3 4 .

y y z

z y z

   
   

 5.1.29 










.

,

12

2
21

texx

txx
  

5.1.21 
2 ,

2 .

y y z

z y z

  
   

  
5.1.30 














.3

,5

,3

3213

3212

3211

yyyy

yyyy

yyyy

 

5.1.22 
4 2 5 ,

6 6 ,

8 3 9 .

x x y z

y x y z

z x y z

    
    
     

 5.1.31 













.3

,

,

323

3212

321

yyy

yyyy

yyy

 

5.1.23 
2 3,

1.

y y z

z y z

   
    

  5.1.32 







,2

,1454

212

211

xyyy

xyyy
      

если y1(0) = 1, y2(0) = 2. 

5.1.24 







.

,

xy

yx
 5.1.33 













,44

,

,3

3213

3212

3211

yyyy

xyyyy

eyyyy x

    

если y1(0) = 0, y2(0) = –0,16, y3(0) = 0,27. 

5.1.25 







.4

,

zyz

zyy
 

5.1.34 












,

,

,

13

32

21

yy

yy

yy

     

если  y1(0) = y2(0) = y3(0) = 1. 
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5.1.35 












,

,

,

213

322

311

yyy

yyy

yyy

     

если  y1(0) = –1, y2(0) = 1, y3(0) = 0. 

 

5.1.38 1 1 2

2 1 2

4 3 ,

3 4 .

x x x

x x x

  
   

  

5.1.36 














.

,

2

2

yxy
dt

dy

xyx
dt

dx

 

 

5.1.39 
1 1 2

2 1 2

3 1 2 2

4 ,

3 2 ,

2 3 4 ,

x x x

x x x

x x x x

  
   
    

    

если x1(0) = 6, x2(0) = –6, x3(0) = 24. 

5.1.37 1 5 4 ,

4 5 ,

x x y

y x y

  
   

    

если х(0) = 2, y(0) = 0. 

 

  

 

Ответы 

5.1.1 Общее решение данной системы определяется формулами 

 
1 2

1 2 1 2

( cos sin ),

(2 )cos ( 2 )sin .

x

x

y e C x C x

z e C C x C C x

 

   
 

Частное решение получается при С1 = 1, С2 = 0 и имеет вид: 

cos , (2cos sin ).x xy e x z e x x    

5.1.2 5 5
1 2( ) 1,5 2 ,t t t tx t C e C e e e      

5 5
2 1( ) ( 5 2) ( 5 2) 1,5 2 .t t t ty t C e C e e e        

5.1.3 2 3 2 3 2
1 2 3 2 3 1 2, , .t t t t t t tz C e C e C e x C e C e y C e C e        

5.1.4 22
1

1
, ( ln ).y z x C x

x C
  


 

5.1.5 2 2 2 21
1 1 2 2 3, ( ) , .

2
t t tC

z C e y C t C e x t C t C e       
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5.1.6 1 2 3cos sin ,tx C e C t C t    

1 2 3

1 2 3

sin cos ,

cos sin .

t

t

y C e C t C t

x C e C t C t

  

  
 

5.1.7 2 2
1 2 3 ,t t tx C e C e C e    

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

4 4 ,

2 2 .

t t t

t t t

y C e C e C e

x C e C e C e

 

 

   

   
 

5.1.8 1 2 1 21, 1.t t t tx C e C e y C e C e        

5.1.9 1
1 2 2, 2 , 0.

C
x C C t y C t

t
      

5.1.10 Общее решение системы имеет вид: 

1 2 2 1 2( ) 5 9, ( 2 2 ) 6 14.x xy C C x e x z C C C x e x           

Частное решение системы имеет вид: 

(10 6 ) 5 9, ( 14 12 ) 6 14.x xy x e x z x e x           

5.1.11 2 2 2
1 2 3 2 1 2 2, , ( ) .t t t t t tx C e C e z C e C e y C C e C e          

5.1.12 4 4
1 1 2 2 1 2

1
, .

2
t t t tx C e C e x C e C e      

5.1.13 6 6
1 1 2cos sin ,t tx C e t C e t    

6 6
2 1 2(cos sin ) (cos sin ).t tx C e t t C e t t      

5.1.14 2 3 2 2 3 22
1 2 1

1
, .

4 2
x x x xC

y C e C e x x z C e e x          

5.1.15 1 2 1 2

1 1
, .

2 2
x x x xy C e C e z C e C e      

5.1.16 1 2 1 2, .x x x xy C e C e z C e C e      

5.1.17 2 2 2 2
1 2 1 2

1
6 6 9, 3 3.

4
x x x xy C e C e x x z C e C e x           
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5.1.18 1 2 3cos sin ,xu C C x C x e     

1 2 3 2 3

1 2 3 2 3

1 1
2 ( )cos ( )sin ,

2 2
1 1

3 ( )cos ( )sin .
2 2

x

v C C C x C C x

w C C C x C C x e

    

     
 

5.1.19 1 2( ) 2sin , 4( ) 2cos 3sin .x t t y t t t           

5.1.20 2 22 , 3 .x x x xy e e z e e      

5.1.21 2 2
1 2 1 2( cos sin ), ( sin cos ).x xy e С x C x z e С x C x     

5.1.22 2
1 2 2 3( ) ,t tx C e C t C C e     

2
1 2

2
1 2 3

2 3 ,

2 ( ) .

t t

t t

y C e C e

z C e C t C e

  

  
 

5.1.23 1 2 1 22 2 , 3 .x x x x x xy e С e C e z e С e C e         

5.1.24 1 2cos sin ,x C t C t   1 2sin cos .y C t C t   

5.1.25 3 3
1 2 1 2, 2 2 .x x x xy C e C e z C e C e      

5.1.26 .1527,39,33 54
3

5
2

5
1

ttttttt eeexeexeex   

5.1.27 2
1 1 2( cos sin ) ,tx C t C t e    

2
2 1 2 2 1(( ) cos ( )sin ) .tx C C t C C t e      

5.1.28 4
1 1 2 2 1 2 3( ) , ( (2 ) 2 ) .t tx C C e x C C C e       

5.1.29 
2

1 2

1 1
2 , 2 .

2 2
t tx t e x t e      

5.1.30 2 3 6
1 1 2 3 ,x x xy C e C e C e    

3 6
2 2 3

2 3 6
3 1 2 3

2 ,

.

x x

x x x

y C e C e

y C e C e C e
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5.1.31 (1,2) (3)
1 1 1 1 2 3( ) 2 ,xy y y C C x e C      

(1,2) (3)
2 2 2 1 3

(1,2) (3)
3 3 3 1 2 3

,

( ) .

x

x

y y y C e C

y y y C C x e C

   

    
 

5.1.32 3
1

11 5 1 5
( 2) (3 2),

4 12 4 12
x xy e e x x       

3
2

11 1 1 1
( 2) (3 2).

4 12 4 12
x xy e e x x       

5.1.33 2 5
1 1 2 3

1 1 17
,

4 5 50
x x x xy C e C e C e xe x       

2 5
2 1 2 3

2 5
3 1 2 3

1 6 21
2 ,

4 5 25
2 1

3 3 .
4 5 50

x x x x x

x x x x

y C e C e C e e xe x

x
y C e C e C e e x

      

      
 

Учитывая начальные условия, получим С1 = С2 = С3 = 0. 
Частное решение имеет вид: 

.
50

1

5

2

4

1

4

1

,
25

21

5

6

4

1

,
50

17

5

1

4

1

3

2

1







xexey

xexey

xxey

xx

xx

x

 

5.1.34 y1 = y2 = y3 = ex. 

5.1.35 y1 = –e-x, y2 = e-x, y3 = 0. 

5.1.36 12

( ) 1
, ;

( )

d x y
dt t C

x yx y


   


 

2

22

2

1 2 1 2

, 4 , ..., .

1
, .

( )( 1) ( )( 1)

dx x xy
y x x C y

dy xy y

C
x y

t C C t C C
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5.1.37 9 9( ) , ( ) .t t t tx t e e y t e e      

5.1.38 4 4
1 1 2 2 1 2( cos3 sin 3 ), ( sin 3 cos3 ).t tx e C t C t x e C t C t     

5.1.39 Решение 

Пусть 
1

2

3

4 1 0

, 3 2 0 .

2 3 4

x

X x A

x

   
       

  
  

 

В матричной форме система имеет вид: .X AX  
Характеристическое уравнение для этой системы  

4 1 0

3 2 0 0.

2 3 3


 


 

Его корни 1 2 31, 4, 5.       Собственные векторы матрицы А 
таковы: 

( )( ) ( ) 31 2

3 0 1

9 , 0 , 1 .

7 1 5

Y Y Y  
     
             
     
     

 

Поэтому 

( )( ) ( ) 4 531 2

3 0 1

9 , 0 , 1 .

7 1 5

t t tX e X e X e 
     
             
     
     

 

Следовательно, общее решение системы имеет вид: 

4 5
1 2 3

3 0 1

( ) 9 0 1 .

7 1 5

t t tX t C e C e C e

     
             
     
     

 

Для нахождения частного решения из данной системы при t0 = 0  по-
стоянные C1, C2, C3 определяют из системы 

 

1 3

1 2 3 1 3

1 2 3

6 3 0 1 3

(0) 6 9 0 1 9 ,

24 7 1 5 7

С С

X C C C С С

С С С
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откуда  C1 = 1, C2 =2, C3 =3. 
Окончательно для искомого частного решения получаем, что 

1
4 5

2

3

( ) 3 0 3

( ) ( ) 9 0 3 .

( ) 7 2 15

t t t

x t

X t x t e e e

x t
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