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1 Решение типового варианта 

1.1 Найти область определения функции  2 216 lnz x y x y     . 

 
Решение 
Областью определения данной функции будет являться следующее 

множество точек плоскости: 

    2 2 2, |16 0, 0D z x y x y x y       . 

Рассмотрим первое неравенство. Запишем его в виде 2 2 16x y  . 
Это неравенство определяет область, лежащую внутри окружности радиу-
са 4 и центром в начале координат. Так как неравенство не строгое, то сама 
окружность принадлежит этой области. Рассмотрим второе неравенство. 
Запишем его в виде y x . Это неравенство определяет область, лежащую 
ниже прямой y x . Так как неравенство строгое, то сама прямая не при-
надлежит этой области. Пересечение двух полученных областей и будет 
задавать область определения рассматриваемой функции z  (рисунок 1). 

 
 
 
1.2 Найти частные производные и полный дифференциал функции 

 2 2cosz x y  . 

 
Решение 

Частную производную 
z

x




 будем находить как производную функ-

ции  ,z z x y  по переменной x  в предположении, что y  является посто-

янной. Получаем 

O
x

y 4

4

y = x

Рисунок 1 
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        2 2 2 2 2 2 2 2cos sin 2 sin .
xx

z
x y x y x y x x y

x

           


 

Аналогично находим частную производную 
z

y




: 

        2 2 2 2 2 2 2 2cos sin 2 sin .
yy

z
x y x y x y y x y

y

          


 

Полный дифференциал dz  функции  ,z z x y  находится по формуле 

 
z z

dz dx dy
x y

 
 
 

. (1) 

Подставляя в (1) найденные частные производные 
z

x




 и 
z

y




, получаем 

   2 2 2 22 sin 2 sin .dz x x y dx y x y dy      

 
1.3 Найти производные: 

1) сложной функции arctg
y

z
x

 , где 
2

2

sin ,

cos ;

x t

y t

 



 

2) функции 2 2 2 5 0x y y z xz    , заданной неявно. 
 
Решение 
1 Если функция нескольких переменных имеет вид  ,z z x y , где 

 
 

,

,

x x t

y y t





 то производная 

dz

dt
 находится по формуле 

 .
dz z dx z dy

dt x dt y dt

 
   
 

 (2) 

Имеем 
2

2 2 2 2 2 2 2

1
,

1

z y x y y

x x x y x x yy

x

                
 

 

2

2 2 2 2 2

1 1 1
,

1

z x x

y x x y x x yy

x
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 2sin cos sin 2 , 2cos sin sin 2 .
dx dy

t t t t t t
dt dt

       

Применяя формулу (2), получим 

   
2 2 2 2 2 2

sin 2
sin 2 sin 2

x y tdz y x
t t

dt x y x y x y


        

  
 

 2 2

4 4 4 4

sin cos sin 2 sin 2
.

sin cos sin cos

t t t t

t t t t


   

 
 

 
2 Если функция двух переменных  ,z f x y  задана в неявном виде 

уравнением  , , 0F x y z  , причём  , , 0zF x y z  , то частные производные 

z

x




 и 
z

y




 находятся по формулам: 

 

 
 
 
 

, ,
,

, ,

, ,
.

, ,

x

z

y

z

F x y zz

x F x y z

F x y zz

y F x y z


  

    

 (3) 

Имеем 

     2 2 2, , 2 , , , 2 , , , 2x y zF x y z xy z F x y z x yz F x y z y xz        . 

Применяя формулы (3), получим 
2 2

2 2

2 2
,

2 2

z z xy z x yz

x y xz y y xz

   
   

   
. 

 

1.4 Найти дифференциал второго порядка для функции 
xy

z
x y




. 

 
Решение 
Дифференциалом второго порядка функции  ,z f x y  называют 

дифференциал от дифференциала первого порядка и вычисляют по формуле 

 
2 2 2

2 2 2
2 2

2
z z z

d z dx dxdy dy
x x y y

  
  
   

, (4) 

где 
2

2

z

x




, 
2z

x y


 

, 
2

2

z

y




 – частные производные второго порядка. 
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Находим частные производные первого порядка: 

 
   

 
   

2 2

2 2 2 2
,

y x y xy x x y xyz y z x

x yx y x y x y x y

    
    

    
. 

Частные производные второго порядка определяются как частные 
производные от частных производных первого порядка. Имеем 

 
   

22 2 2

4 32 2

2 2

( )
x

y x yz y y

x x y x y x y

   
        

; 

 
   

   

2 22 2 2

2 4 3

2 2 2

y

y x y y x yz y xy z

x y y xx y x y x y

       
       
       

; 

 
 

   

22 2 2

2 4 32

2 2

y

x x yz x x

y x y x y x y

   
   
     

. 

Применяя формулы (4), получим 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3

2 4 2 2( 2 )
.

( ) ( ) ( ) ( )

y xy x y dx xydxdy x dy
d z dx dxdy dy

x y x y x y x y

 
   

   
 

 
1.5 Найти производную функции  2 arcctgu x y z    в точке 

 2;1;1A  по направлению к точке  2;4; 3B  . Найти также наибольшее из 

значений производных по всем направлениям в точке  2;1;1A . 

 
Решение 
Производная функции  , ,u u x y z  по направлению 


  находится по 

формуле 

 cos cos cos ,
u u u u

x y z
     

  
   

 (5) 

где cos , cos , cos    – направляющие косинусы направления 

 . 

Найдём значения направляющих косинусов направления 

 . В нашем 

случае  0; 3; 4AB  


 . Так как 5

 , то 

cos 0x  




,  
3

cos
5

y  




,  
4

cos
5

z   




. 
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Далее найдём частные производные и их значения в точке A : 

   2 2

1 1
2 , , ;

1 1

u u u
x

x y zy z y z

  
  

     
 

     2;1;1 2;1;1 2;1;11 1
4, , .

5 5

u u u

x y z

  
  

  
 

Таким образом, подставляя в (5) найденные значения, имеем 

 2;1;1 1 3 1 4 1
4 0 .

5 5 5 5 25

u             
 

Градиентом функции  , ,u u x y z  называется вектор 

 grad .
u u u

u i j k
x y z

  
  
  

  
 (6) 

Этот вектор указывает на направление максимального роста функ-

ции в заданной точке, причём grad u


 есть наибольшее значение производ-

ной по всем направлениям в указанной точке. Следовательно, 

   1 1 402
grad 2;1;1 4 , grad 2;1;1 .

5 5 5
u i j k u   

  
 

Таким образом, 
 

402
max .

5

u


 
 

 
1.6 Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверх-

ности 2 2 22 3 2 16 0x y z xy yz xz        в точке  0 1;2;3P . 

 
Решение 
Поверхность задана неявно уравнением вида  , , 0F x y z  . В этом 

случае уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности в точке 
 0 0 0 0; ;P x y z  имеют вид: 

         0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0; ; ; ; ; ; 0,x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z         (7) 

 
     

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0; ; ; ; ; ;x y z

x x y y z z

F x y z F x y z F x y z

  
 

  
 (8) 

соответственно. 
Обозначив через  , ,F x y z  левую часть уравнения поверхности, 

найдём частные производные и их значения в точке 0P : 
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  , , 2 2xF x y z x y z    ,  1;2;3 2xF    ; 

  , , 4yF x y z y x z    ,  1;2;3 12yF  ; 

  , , 6 2zF x y z z y x     ,  1;2;3 18yF   . 

Далее по формулам (7) и (8) имеем 

     2 1 12 2 18 3 0x y z       , 

6 9 16 0x y z     – уравнение касательной плоскости; 

1 2 3

2 12 18

x y z  
 

 
, 

1 2 3

1 6 9

x y z  
 


 – уравнение нормали. 

 
1.7 Исследовать на экстремум функцию 3 26 3 6z x xy y x y     . 
 
Решение 
Исследование функции на экстремум начинают с определения кри-

тических точек функции. Для этого применяют необходимые условия экс-
тремума: если дифференцируемая функция  ,z f x y  достигает экстре-

мума в точке  0 0;x y , то её частные производные первого порядка в этой 

точке равны нулю: 

 

 

 

0 0

0 0

;
0,

;
0.

z x y

x
z x y

y


 

 
 

 (9) 

Пусть  0 0;x y  – критическая точка функции  ,z f x y . Обозначим 

     2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2

; ; ;
, ,

z x y z x y z x y
A B C

x x y y

  
  

   
. 

Составляем дискриминант 2A B
AC B

B C
    . Тогда справедливы 

следующие достаточные условия экстремума: 
 если 0  , то  0 0;x y  не является точкой экстремума; 

 если 0   и 0A  , то  0 0;x y  является точкой максимума; 

 если 0   и 0A  , то  0 0;x y  является точкой минимума; 
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 если 0  , то требуется дальнейшее исследование. 
Находим частные производные первого порядка: 

23 6 3, 6 2 6
z z

x y x y
x y

 
     

 
. 

Применяя необходимые условия (9), находим критические точки: 
2 2 23 6 3 0, 2 1 0, 6 5 0,

или или
6 2 6 0, 3 3 0, 3 3 ,

x y x y x x

x y x y y x

          
  

           
2 6 5 0x x   , 2( 6) 4 5 16D      , 1 5x  , 2 1x  , тогда 1 12y   , 2 0y  . 

Получили две критические точки:  1 5; 12М  ,  2 1;0М . 

Проверим достаточные условия экстремума. Находим частные про-
изводные второго порядка: 

2 2 2

2 2
6 , 6, 2

z z z
A x B C

x x y y

  
     
   

. 

Вычисляем значения частных производных второго порядка и со-
ставляем дискриминант   для каждой из критических точек. 

Для точки  1 5; 12М  : 30A  , 6B  , 2C  , 230 2 6 24     . Так 

как 0   и 30 0A   , то точка 1M  является точкой локального минимума.  

  3 2
min 5; 12 5 6 5 ( 12) ( 12) 3 5 6 ( 12) 34z z                . 

Для точки  2 1;0М : 6A  , 6B  , 2C  , 26 2 6 24 0       , сле-

довательно, точка 2M  не является точкой экстремума.  
 
1.8 Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

2 22 3z x xy y y     в области D , ограниченной линиями 0x  , 0y  , 
3x y  . 

 
Решение 
Для того чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции в 

замкнутой области, необходимо: 
 найти критические точки, расположенные в данной области, и вы-

числить значения функции в этих точках; 
 найти наибольшее и наименьшее значения функции на линиях, об-

разующих границу области; 
 из всех найденных значений выбрать наибольшее и наименьшее. 
Построим область D  (рисунок 2). 
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Найдём критические точки функции, используя условия (9). Имеем 

2 2 , 2 6 1.
z z

x y x y
x y

 
    

 
 

1
,

2 2 0, , 8или или
2 6 1 0 2 6 1 0 1

.
8

x
x y x y

x y y y
y

       
           



 

Получили критическую точку 
1 1

;
8 8

M
  
 

. Так как M D , то исклю-

чаем её из дальнейшего рассмотрения. Других критических точек нет. Ис-
следуем функцию на границах области D . 

Рассмотрим сторону ОА: 

 20 3 , 0;3x z y y y      ; 

 1
6 1, 6 1 0, 0;3

6
z y y y         ; 

   1 1
0 0, , 3 24

6 12
z z z

     
 

. 

Рассмотрим сторону OB : 

 20 , 0;3y z x x    ; 

 2 , 2 0, 0 0;3z x x x     ; 

   0 0, 3 9z z  . 

Рассмотрим сторону AB : 

     22 23 2 3 3 3 3 4 23 24, 0;3y x z x x x x x x x x               ; 

О 

А 

В

3

3

x

y

x + y = 3

D 

Рисунок 2 
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 23
8 23, 8 23 0, 0;3

8
z x x x         ; 

   23 245
0 24, , 3 9

8 8
z z z

     
 

. 

Выбирая из всех найденных значений наибольшее и наименьшее, 
получаем 

1 245 23 1 245
max max 0; ; 24; 9; ;

12 8 8 8 8D
z z         

   
, 

 1 245
min min 0; ; 24; 9; 0;3 24

12 8D
z z      

 
. 

 
1.9 Найти экстремум функции z xy  при условии, что её аргументы 

удовлетворяют уравнению 2 3 5 0x y   . 
 
Решение 
Экстремум функции  ,z z x y , достигаемый при условии, что пе-

ременные x  и y  связаны уравнением  , 0x y  , называется условным 

экстремумом функции. Уравнение  , 0x y   в этом случае называется 

уравнением связи. 
Отыскание условного экстремума сводится к исследованию на 

обычный экстремум функции Лагранжа: 

      , , , , ,L x y z x y x y    (10) 

где   – неопределённый постоянный множитель. 
Необходимые условия экстремума функции Лагранжа имеют вид: 

 

 

0,

0,

, 0.

L

x
L

y

x y

 
 

 


 (11) 

Из этой системы можно найти неизвестные x , y  и  . 
Функция Лагранжа (10) для нашей задачи будет следующей: 

 2 3 5 .L xy x y     

Отсюда имеем 
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2 , 3 .
L L

y x
x y

  
   

 
 

Необходимые условия экстремума (11) примут вид: 

5
,

122 0, 2 ,
5

3 0, или 3 , или ,
4

2 3 5 0 6 6 5 0 5
.

6

y y

x x x

x y
y


 
 

 

  
     

        
           

 

Достаточные условия условного экстремума связаны с изучением 
знака дифференциала второго порядка функции Лагранжа для найденных 
значений x , y ,   при условии, что 2 2 0dx dy  : 

 
2 2 2

2 2 2
2 2

2
L L L

d L dx dxdy dy
x x y y

  
  
   

.  

Имеем 
2 2 2

2 2
0, 1, 0.

L L L

x x y y

  
  

   
 

Отсюда получаем 2 2d L dxdy . Выражаем x  из уравнения связи и 
находим его дифференциал: 

2 3 5 0x y   , 
3 5

2 2
x y   , 

3

2
dx dy  . 

Тогда дифференциал второго порядка функции Лагранжа равен 
2 23d L dy  . 

Так как 2 0d L  , то в точке 
5 5

M ;
4 6

 
 
 

 функция имеет условный мак-

симум. 

max

5 5 5 5 25
; .

4 6 4 6 24
z z      
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2 Варианты заданий 

 
2.1 Найти область определения функции. 
 

2.1.1  2 2ln(1 )z x y   ; 2.1.16 2 2 9z x y   ; 

2.1.2  
2 2

2 22

x y x
z

x x y

 


 
; 2.1.17 

2 2

1

1
z

x y


 
; 

2.1.3  z xy ; 2.1.18 
2 2

2 2

4

6

x y
z

x y

 


 
; 

2.1.4  21 ( )z x y    ; 2.1.19 ln( )z x y  ; 

2.1.5  
2 22x y yz  ; 2.1.20 2 24 4z x y    ; 

2.1.6  2ln( )z x y  ; 2.1.21 
1 1

z
x y x y

 
 

; 

2.1.7  arcsin
y

z
x

 ; 2.1.22 
1

z
y x




; 

2.1.8  lnz xy ; 2.1.23 arccos
x

z
x y




; 

2.1.9  2 2ln(1 )z x y   ; 2.1.24 
1

arcsin
y

z
x


 ; 

2.1.10 2ln(4 4 )z x y   ; 2.1.25 2 21 1z x y x y      ; 

2.1.11 2 2ln( )z x y y x   ; 2.1.26 
2 24

x

x yz e   ; 

2.1.12 2 4z y x  ; 2.1.27 2 21 1z x y    ; 

2.1.13 2ln( 4 8)z y x   ; 2.1.28 arcsin(2 )z x y  ; 

2.1.14 
1

arccosz x
x y

 


; 2.1.29 
2 2

1
9 4

x y
z    ; 

2.1.15 arcsinz x y  ; 2.1.30 
2

1

2
z

x y x


 
. 
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2.2 Составить полный дифференциал функции. 
 

2.2.1  
y

z xy
x

  ; 2.2.16 2 2ln(3 5 )z x y  ; 

2.2.2  
x y

z
x y





; 2.2.17 3sinz x y ; 

2.2.3  
2 2

2 2

x y
z

x y





; 2.2.18 cos

x y
z

y x
 ; 

2.2.4   2arcctgz xy ; 2.2.19 arctg
1

x y
z

xy





; 

2.2.5  2 2z x y  ; 2.2.20 
2 2

x
z

x y



; 

2.2.6  2 2ln( )z x x y   ; 2.2.21 
2 2

2 2
arcsin

x y
z

x y





; 

2.2.7  sin
x y

z
x y





; 2.2.22 

3

3

x y
z

y x





; 

2.2.8  
2 2

2 2

x y
z

x y





; 2.2.23 arcsin

x y
z

x y





; 

2.2.9   2arccosz x y  ; 2.2.24 
y

z x y
x

  ; 

2.2.10 2 2ln( )z x y  ; 2.2.25 
2cos x

z
xy

 ; 

2.2.11 arctg yz x ; 2.2.26 2 2ln(3 )z x y  ; 

2.2.12  cosz x xy  ; 2.2.27 
3 2

x
z

y x



; 

2.2.13 ln( ln )z x y  ; 2.2.28 2 2ln( 1)z x y   ; 

2.2.14 
sin

y

xz e ; 2.2.29 ln(5 3 )z x y  ; 

2.2.15 ln tg
x

z
y

 
  

 
; 2.2.30  3arcsin 2z x y . 
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2.3 Найти производные: а) сложной функции; б) функции, заданной 
неявно. 

 

2.3.1 a) 
2

, 1 2 , arctg
1

x
z x t y t

y
   


; 

 б) 3 3 3 3 4x y z xyz    ; 

2.3.2 a) 2 3, sin ,x yz e x t y t   ; 

 б) 2 2 22xy x y z    ; 

2.3.3 a) 2 2ln , cos , sinz x y x t y t   ; 
 б) 3 2 5x y z xz    ; 

2.3.4 a) 2 2 , tg , tz x y xy x t y e     ; 

 б) 2ze x y z    ; 

2.3.5 a)   2 3ln , ,x yz e e x t y t    ; 

 б) 2 2 2 4x y z z    ; 

2.3.6 a)  arcsin , 3 , ctgz x y x t y t    ; 

 б) 3 3 3 7z xyz y    ; 

2.3.7 a)  arctg , 3, tz xy x t y e    ; 

 б) 2 2 2cos cos cos 5x y z   ; 

2.3.8 a) 2 2 , ln , tz x y y x x t y e    ; 

 б) 1 1 cos cosze x y   ; 

2.3.9 a)  2 1
tg 3 2 , ,z t x y x y t

t
     ; 

 б) 2 2 2 6x y z x   ; 

2.3.10 a) 
2

, 1 2 , 1 arctg
y

z x t y t
x

     ; 

 б) 2 1xyz z  ; 

2.3.11 a) 2 2arctg , 3 , 1
x y

z x t y t
y


    ; 

 б) 2 2 22 3 2x y z yz y     ; 

2.3.12 a)   2 2ln , 2 , 1xyz e x y x t y t     ; 

 б) 2 2 25 2xz x y z    ; 

2.3.13 a) 
2 22 2 , cos , sinx yz e x t y t   ; 

 б) cos cos cos 10x y y z z x   ; 
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2.3.14 a) 2 2ln , 3 , 1
x

z x t y t
y

    ; 

 б) 2 2 2 3 33 2 2 4 4x y xyz x z y z    ; 

2.3.15 a) , sin , 2yz x x t y t   ; 

 б) 2 2 22 4 2 2x y z x y z     ; 

2.3.16 a)  
3

22ln , ,
3

yx t
z e e x t y    ; 

 б) 3x y z xyz    ; 

2.3.17 a) arctg , tg , ctg
2

x y
z x t y t

xy


   


; 

 б) 2 2 22xz x y z   ; 

2.3.18 a) 3, , lntx
z x e y t

y
   ; 

 б) 1ze xyz x   ; 

2.3.19 a)  2 3 2, tg , ln 1u x y x t y t    ; 

 б) 3 3 33 2 2xyz y x y z    ; 

2.3.20 a) 
2

arcsin , sin , cos
x

z x t y t
y

   ; 

 б) 2 2 22 3 6 2 20 8x xy y x y z z       ; 

2.3.21 a) 2ln , 1,x tz y x t y e    ; 

 б) 2 2 2 3x y z y z     ; 

2.3.22 a) 22 , cos ,x yz e x t y t   ; 

 б) 2 2 22 4 3xy yz x y z x y z        ; 

2.3.23 a) 2, sin 2 , tg
x y

z x t y t
y x

    ; 

 б) 2 2 2 6 2 4 12x y z z x y      ; 

2.3.24 a) 2 2 , ln , arcsinz x yx y y t x t     ; 

 б) 2 2 2 3 3x y z z    ; 

2.3.25 a) 2 3arcctg , , 1t tx
z x e y e

y
    ; 

 б) 2 2 22 3 9x y z   ; 

2.3.26 a) 2 2 , sin , cosz x y x t y t     

 б) 2 2 22 2 2xy xz yz x y z     ; 
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2.3.27 a)    2 22 , ln 1 , tz x y x t t y e      ; 

 б) 3 33 27x xyz z   ; 

2.3.28 a) 
2

arccos , sin , cos
y

z x t y t
x

   ; 

 б) ln 2 ln 3z x y z    ; 

2.3.29 a)   3arcsin , arctg , 4z x y x t y t t     ; 

 б) 2 2 22 2 8 6x y z xz z     ; 

2.3.30 a)  2 3arctg 2 , ,z x y x t y t    ; 

 б) 2 2 4z xy z x    . 
 
2.4 Составить дифференциал второго порядка функции. 
 

2.4.1  2sin (3 4 )z x y  ; 2.4.12 2 22z y x  ; 

2.4.2  
2

x

yz e ; 2.4.13 yz x ; 

2.4.3  
xye

z
x

 ; 2.4.14 2 2ln( )z x xy y   ; 

2.4.4  
2x

z
x y




; 2.4.15 

2 2

2

x y

z xe




 ; 

2.4.5  

y

xz e ; 2.4.16 3 sin( 3 )x yz e x y   ; 

2.4.6  arctg
x

z
y

 ; 2.4.17 2ln( )yz x e  ; 

2.4.7  

y

xz xe ; 2.4.18 
sin

cos
y

z y
x

  ; 

2.4.8  2(2 ) ln( )z x y x y   ; 2.4.19 
1

3 ( )z xy x y
xy

   ; 

2.4.9  2 2ln 2z x y x   ; 2.4.20 
2

sin( )
3

y
z xy

x
  ; 

2.4.10 
2 2 5( )

y
z

x y



; 2.4.21 

2 2
4

2 2
4

y x
z y

x y
   ; 

2.4.11  ln
x

z xy
y

  ; 2.4.22 (cos sin )xz e y x y  ; 
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2.4.23 
2 2

x
z

x y



; 2.4.27 

sin( )x y
z

x


 ; 

2.4.24  2lnz x y  ; 2.4.28 
2cos

1
x

z
y

  ; 

2.4.25 arctg
y

z
x

 ; 2.4.29 
2 2

arcsin
x

z
x y




; 

2.4.26 2 2z x y  ; 2.4.30 2 2lnz x y  . 

 
2.5 Найти производную функции  , ,u u x y z  в точке A  по направ-

лению к точке B . Найти также наибольшее из значений производных по 
всем направлениям в точке A . 

 
2.5.1      2 23 ln , 1;1;1 , 4;5;1u z x y A B   ; 

2.5.2    2 , 1; 2;1 , 5; 2;4u xy y z A B    ; 

2.5.3      2 2ln 4 3 , 1; 1;2 , 1;2;6u x yz A B    ; 

2.5.4      2ln 2 5arctg , 1;1;2 , 5; 2;2u x y z A B    ; 

2.5.5    ln 2arcctg , 1;2; 1 , 4;2; 5u y x z A B    ; 

2.5.6    3 2 2 , 1; 2;0 , 1; 5;4u x y z A B     ; 

2.5.7      2 3ln 1 , 1;1;2 , 3; 2;2u x yz z A B     ; 

2.5.8    2 4 , 3; 1;1 , 0; 1; 3u y x z A B      ; 

2.5.9    1
16 , 2;4; 1 , 2;1; 5u y A B

z x
   


; 

2.5.10    22 4 , 1;0;1 , 5;3;1u xz y A B   ; 

2.5.11    24 2arctg , 1;3;1 , 2;3;5u x y z A B    ; 

2.5.12      2 2arcctg , 1;2; 1 , 1;6;2u z x y A B    ; 

2.5.13      2 2ln , 1; 1;2 , 3;2;2u x y xyz A B     ; 

2.5.14    , 1;2;1 , 4;2;5
x

u xy A B
z

    ; 

2.5.15    2arctg , 1;1;1 , 1;4; 3
y

u xz A B
x

   ; 

2.5.16      , 4;1;3 , 1; 3;3u x y z y x A B    ; 

2.5.17    2 3 arcsin , 0;1; 1 , 4;1; 4u y z x A B     ; 

2.5.18      2ln 1 , 1; 1; 2 , 1; 5; 5u y zy x A B       ; 
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2.5.19      2 23ln 1 2 1, 1;1;1 , 2;5;1u x y z A B      ; 

2.5.20      2 22 ln , 1; 1;1 , 5; 1;4u y x z A B      ; 

2.5.21    2 34 , 3; 1;1 , 3;2;5u x z y A B    ; 

2.5.22    2 3 2 , 1; 1;1 , 5; 4;1u x y z A B     ; 

2.5.23    2 24
, 0;3;2 , 3;3; 2

y
u x y A B

z
    ; 

2.5.24      22 ln 10 , 2;2; 3 , 2; 1;1u xy z A B     ; 

2.5.25      24
ln 3 , 1;0; 2 , 3; 3; 2u x y A B

z
       ; 

2.5.26    2 arctg , 1;1;1 , 4;1; 3u xz y y A B     ; 

2.5.27    arccos 6 , 0;4;5 , 0;1;1u x y z A B   ; 

2.5.28      cos 2 3 2 , 3; 2; 6 , 7;1; 6u x y xyz A B      ; 

2.5.29      ln sin 2 , 2; 4; 1 , 5; 4;3u z x y A B      ; 

2.5.30      tg 2 8 , 2;4;1 , 2;8;4u x yz A B     . 

 
2.6 Составить уравнения касательной плоскости и нормали к данной 

поверхности в точке  0 0 0 0; ;P x y z . 

 
2.6.1 2 2 24 2 0x z y xy    ,  0 ( 2;1;2)P  ; 

2.6.2 2 22 0x y z   ,  0 (1; 1;3)P  ; 

2.6.3 2 3 24 4 0xy z x y x z y    , 0 (2; 1;1)P  ; 

2.6.4 2 2 2 3 1 0x y z xy z      , 0 (1;2;1)P ; 

2.6.5 3 24 3 0x y xyz y z x     , 0 (1;4;0)P ; 

2.6.6 2 2 1 0yz x xy    , 0 (3; 2;2)P  ; 

2.6.7 2 2 2 1 0xyz x y z y     , 0 ( 1;2;1)P  ; 

2.6.8 2 2 2 2 2 0x y xyz y z x    , 0 (2; 1;0)P  ; 

2.6.9 2 2 3 4 0x z xy xz y     , 0 ( 4;0;1)P  ; 

2.6.10 22 4 0xy xyz yz xy    , 0 (2; 3;4)P  ; 

2.6.11 2 22 0xyz xy y z x    , 0 (4; 2; 1)P   ; 

2.6.12 2 2 2 1 0x yz y z y x     , 0 (1; 2;1)P  ; 

2.6.13 2 22 2 1 0x z xy yz y     , 0 (2; 1;2)P  ; 

2.6.14 2 22 2 2 4 0xy x z yz y     , 0 ( 1;1; 2)P   ; 

2.6.15 23 2 1 0x y xz yz x     , 0 (1; 2;1)P  ; 
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2.6.16 2 2 2 6 4 8 0x y z y z      , 0 ( 1;1;2)P  ; 

2.6.17 3 3 3 6 0x y z xyz     , 0 (1;2; 1)P  ; 

2.6.18 4 3 2 33 4 4 4 1 0x y z xyz xz     , 0 (1;1;1)P ; 

2.6.19 2 2 22 4 13 0x y z z y      , 0 (2;1; 1)P  ; 

2.6.20 2 2 5 3 46 0x z yz y     , 0 (1;2; 3)P  ; 

2.6.21 2 2 22 3 21 0x y z    , 0 ( 3;0;6)P ; 

2.6.22 2 2 22 2 2 0x y yz z y z       , 0 (1;1;1)P ; 

2.6.23 2 2 2 2 2 0x y z xz x z      , 0 (1;1;1)P ; 

2.6.24 2 2 2 2 0z x y xy x y      , 0 ( 1; 1; 1)P    ; 

2.6.25 2 2 2 3 0z y x xy y     , 0 (1; 1;1)P  ; 

2.6.26 2 2 2 2 8 0x y x yz xyz xz     , 0 (2;1;3)P ; 

2.6.27 2 2 3 0x z xyz y x     , 0 ( 2;3;4 5)P  ; 

2.6.28 2 2 2 36 0x y z    , 0 (1;3;2)P ; 

2.6.29 3 3 5 5 0xyz x yz y    , 0 (1;1;2)P ; 

2.6.30 2 2 2 10 25 0x y z z     , 0 (4;3;0)P . 
 
2.7 Исследовать функцию на экстремум. 
 
2.7.1 2 38 4 1z x y xy    ; 

2.7.2 3 212 3 6z x xy y    ; 

2.7.3 3 23 2 6z x xy y    ; 

2.7.4 2 33z x xy y x    ; 

2.7.5 2 23 64z x x xy y     ; 

2.7.6 3 26 2 3 5z xy x y    ; 

2.7.7 3 2 22 2 4z x xy x y    ; 

2.7.8 2 32 4 4 8z x xy y x     ; 

2.7.9 2 32 2 12z x y xy   ; 

2.7.10 2 32 6 2 3z x xy y x y     ; 

2.7.11 3 24 2 4z x xy y y    ; 

2.7.12 3 2 2 1z x y xy    ; 

2.7.13 3 22z x xy y y    ; 

2.7.14 2 32z x xy y x    ; 

2.7.15 2 32 2 4z x xy y x    ; 

2.7.16 3 2 6 39 18 20z x y xy x y      ; 
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2.7.17 3 23 3 4z x xy y    ; 

2.7.18 2 3 2 2z x xy y x y     ; 

2.7.19 3 24 2 4z x xy y y    ; 

2.7.20 2 36 3 2 10z xy x y    ; 

2.7.21 3 2 2z x xy y y    ; 

2.7.22 3 22 4 2 2z x xy y y    ; 

2.7.23 3 2 3z x y xy   ; 

2.7.24 2 3 6 20z x y xy    ; 

2.7.25 2 3 6 2z x y xy    ; 

2.7.26 3 2 24 2z x x xy y    ; 

2.7.27 3 2 3 4 8z x y x y     ; 

2.7.28 2 33 12 12 5z x y x y     ; 

2.7.29 2 32 4 4z x xy y   ; 

2.7.30 3 26 3 6 7z x xy y x y      . 
 
2.8 Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ,z z x y  в 

области D , ограниченной заданными линиями. 
 
2.8.1 2 22 , : 0, 0, 3z x y x y D x y x y        ; 

2.8.2 2 22 2 , : 1, 2, 1, 1z y x x D x x y y          ; 

2.8.3 2 2 2 , : 1, 0, 0z x xy y x D x y x y         ; 

2.8.4 2 22 2 , : 1, 1, 0, 2z x xy y y D x x y y         ; 

2.8.5 22 , : 2, 0, 5z y xy x y D x y x y        ; 

2.8.6 2 2 , : 1, 1, 0, 3z x xy x D x x y y        ; 

2.8.7 2 23 5 , : 1, 1, 1z xy y x D x y x y          ; 

2.8.8 2 25 3 , : 0, 1, 1, 3z x xy y y D x x y y        ; 

2.8.9 2 22 4 , : 0, 0, 3z x xy y x D x y x y         ; 
2.8.10 2 , : 0, 3, 1, 4z xy x y D x x y y       ; 

2.8.11 2 , : 0, 4, 0z x y xy D x y y x       ; 

2.8.12 2 , : 0, 2, 1, 2z y xy y D x x y y        ; 
2.8.13 2 , : 5, 0, 0z xy x y D x y y x       ; 
2.8.14 2 , : 2, 1, 0, 3z x y yx D x x y y         ; 

2.8.15 2 24 4 8 , : 0, 2, 1z x xy y x D x y y x         ; 

2.8.16 2 , : 1, 1, 2, 1z xy x D x x y y        ; 
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2.8.17 2 2 6 3 , : 0, 0, 5z x y x y D x y y x         ; 
2.8.18 3 2 , : 1, 3, 0, 4z xy x y D x x y y       ; 

2.8.19 2 3 , : 0, 0, 3z x xy x y D x y y x         ; 

2.8.20 2 2 , : 2, 1, 1, 1z xy x y D x x y y         ; 

2.8.21 2 , : 2, 3, 2z x xy y D x y y x         ; 

2.8.22 2 3 6 , : 1, 3, 1, 2z x xy x D x x y y        ; 

2.8.23 2 2 , : 3, 1, 7z y xy x D x y y x        ; 

2.8.24 2 22 4 , : 1, 1, 4, 1z x y y D x x y y           ; 

2.8.25 2 2 , : 0, 6, 0z x xy y x D x y y x         ; 

2.8.26 2 22 4 , : 3, 1, 1, 2z y x x D x x y y           ; 

2.8.27 2 2 , : 1, 0, 2z x xy y D x y y x        ; 

2.8.28 2 2 , : 1, 1, 1, 1z x y D x x y y        ; 

2.8.29 24 2 , : 3, 1, 0z y xy y D x y y x        ; 

2.8.30 2 2 6 , : 2, 1, 2, 5z x y y D x x y y        . 
 
2.9 Найти экстремум функции  ,z z x y  при условии, что её аргу-

менты удовлетворяют уравнению  , 0x y  . 

 

2.9.1 2 21 3
12, 4 8 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.2 2 210 15 105
, 2 4 8

13 13 13
z x y x y x y         ; 

2.9.3 2 220 5 195
, 10 4 12

17 17 17
z x y x y x y         ; 

2.9.4 2 21 17
, 6 2 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.5 2 24 3 57
, 10 8 16

5 5 5
z x y x y x y         ; 

2.9.6 2 25 25 145
, 4 12 14

26 26 13
z x y x y x y         ; 

2.9.7 2 225 10 275
, 8 6 4

29 29 29
z x y x y x y         ; 

2.9.8 2 225 15 190
, 12 8 18

34 34 17
z x y x y x y         ; 

2.9.9 2 21 3
12, 4 8 10

2 2
z x y x y x y         ; 
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2.9.10 2 210 15 105
, 2 4 8

13 13 13
z x y x y x y         ; 

2.9.11 2 220 5 195
, 10 4 12

17 17 17
z x y x y x y         ; 

2.9.12 2 21 17
, 6 2 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.13 2 24 3 57
, 10 8 16

5 5 5
z x y x y x y         ; 

2.9.14 2 25 25 145
, 4 12 14

26 26 13
z x y x y x y         ; 

2.9.15 2 225 10 275
, 8 6 4

29 29 29
z x y x y x y         ; 

2.9.16 2 225 15 190
, 12 8 18

34 34 17
z x y x y x y         ; 

2.9.17 2 21 3
12, 4 8 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.18 2 210 15 105
, 2 4 8

13 13 13
z x y x y x y         ; 

2.9.19 2 220 5 195
, 10 4 12

17 17 17
z x y x y x y         ; 

2.9.20 2 21 17
, 6 2 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.21 2 24 3 57
, 10 8 16

5 5 5
z x y x y x y         ; 

2.9.22 2 25 25 145
, 4 12 14

26 26 13
z x y x y x y         ; 

2.9.23 2 225 10 275
, 8 6 4

29 29 29
z x y x y x y         ; 

2.9.24 2 225 15 190
, 12 8 18

34 34 17
z x y x y x y         ; 

2.9.25 2 21 3
12, 4 8 10

2 2
z x y x y x y         ; 

2.9.26 2 210 15 105
, 2 4 8

13 13 13
z x y x y x y         ; 

2.9.27 2 220 5 195
, 10 4 12

17 17 17
z x y x y x y         ; 

2.9.28 2 21 17
, 6 2 10

2 2
z x y x y x y         ; 
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2.9.29 2 24 3 57
, 10 8 16

5 5 5
z x y x y x y         ; 

2.9.30 2 25 25 145
, 4 12 14

26 26 13
z x y x y x y         . 
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