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1 Решение типового варианта
Задание 1. Найти область определения функции:


[image: image397.bmp].

Решение.

Областью определения данной функции будет являться следующее множество точек плоскости:


[image: image2.wmf]222
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Рассмотрим первое неравенство. Запишем его в виде 
[image: image3.wmf]22
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. Это неравенство определяет область, лежащую внутри окружности радиуса 4 и центром в начале координат. Так как неравенство не строгое, то сама окружность принадлежит этой области. Рассмотрим второе неравенство. Запишем его в виде 
[image: image4.wmf]yx

<

. Это неравенство определяет область, лежащую ниже прямой 
[image: image5.wmf]yx
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. Так как неравенство строгое, то сама прямая не принадлежит этой области. Пересечение двух полученных областей и будет задавать область определения рассматриваемой функции z (рисунок 1).


[image: image6]
Задание 2. Найти частные производные и полный дифференциал функции:


[image: image7.wmf]22
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Решение.

Частную производную 
[image: image8.wmf]z
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 будем находить как производную функции 
[image: image9.wmf](,)
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 по переменной x в предположении, что y является постоянной. Получаем:
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Аналогично находим частную производную 
[image: image11.wmf]z
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:


[image: image12.wmf]22222222

(cos())sin()()2sin()

yy

z

xyxyxyyxy

y

¶

¢¢

=-=--×-=-

¶

.

Полный дифференциал dz функции 
[image: image13.wmf](,)
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 находится по формуле:
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Подставляя в (1) найденные частные производные 
[image: image15.wmf]z
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 и 
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, получаем:
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Задание 3. Найти производные:

а) сложной функции: 
[image: image18.wmf]arctg
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Решение.

а) Если функция нескольких переменных имеет вид 
[image: image20.wmf](,)
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Имеем:
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Применяя формулы (2), получим:
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б) функции, заданной неявно: 
[image: image31.wmf]222
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Решение.

Если функция двух переменных 
[image: image32.wmf](,)
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 задана в неявном виде уравнением 
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[image: image35.wmf]z

x

¶

¶

 и 
[image: image36.wmf]z

y

¶

¶

 находятся по формулам:
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Имеем:
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Применяя формулы (3), получим:
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Задание 4. Найти дифференциал второго порядка для функции:


[image: image40.wmf].
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Решение.

Дифференциалом второго порядка функции 
[image: image41.wmf](,)
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 называют дифференциал от дифференциала первого порядка и вычисляют по формуле:



[image: image42.wmf]222

222

22

2,

zzz

dzdxdxdydy

xy

xy

¶¶¶

=++

¶¶

¶¶


(4)

где 
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 – частные производные второго порядка.

Находим частные производные первого порядка:
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Частные производные второго порядка определяются как частные производные от частных производных первого порядка. Имеем:
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Применяя формулы (4), получим:
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Задание 5. Исследовать на экстремум функцию:
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Решение.

Исследование функции на экстремум начинают с определения критических точек функции. Для этого применяют необходимые условия экстремума: если дифференцируемая функция 
[image: image53.wmf](,)
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 достигает экстремума в точке 
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Пусть 
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 – критическая точка функции 
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. Обозначим:
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Составляем дискриминант 
[image: image61.wmf]2
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. Тогда справедливы следующие достаточные условия экстремума:

· если 
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 не является точкой экстремума;

· если 
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 является точкой максимума;

· если 
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· если 
[image: image70.wmf]0
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, то требуется дальнейшее исследование.

Находим частные производные первого порядка:
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Применяя необходимые условия (5), находим критические точки:
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 т. е. М(0;3) – критическая точка.

Проверим достаточные условия экстремума. Находим частные производные второго порядка:
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Составляем дискриминант 
[image: image78.wmf]22
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Так как 
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Задание 6. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
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в области 
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Решение.

Для того чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции в замкнутой области, необходимо:

· найти критические точки, расположенные в данной области, и вычислить значения функции в этих точках;

· найти наибольшее и наименьшее значения функции на линиях, образующих границу области;

· из всех найденных значений выбрать наибольшее и наименьшее.

Построим область D (рисунок 2).

[image: image84]
Найдём критические точки функции, используя условия (5). Имеем:
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Получили критическую точку 
[image: image90.wmf]11

M;

88

æö

-

ç÷

èø

. Так как 
[image: image91.wmf]M

D

Ï

, то исключаем её из дальнейшего рассмотрения. Других критических точек нет.

Исследуем функцию на границах области D.

Рассмотрим сторону ОА:
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Рассмотрим сторону ОВ:
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Рассмотрим сторону АВ:
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Выбирая из всех найденных значений наибольшее и наименьшее, получаем:
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Задание 7. Найти экстремум функции 
[image: image105.wmf]zxy
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 при условии 
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Решение.

Экстремум функции 
[image: image107.wmf](,)
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, достигаемый при условии, что переменные x и y связаны уравнением 
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, называется условным экстремумом функции. Уравнение 
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 в этом случае называется уравнением связи.

Отыскание условного экстремума сводится к исследованию на обычный экстремум функции Лагранжа:
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где 
[image: image111.wmf]l

 – неопределённый постоянный множитель.

Необходимые условия экстремума функции Лагранжа имеют вид:
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(7)

Из этой системы можно найти неизвестные x, y и 
[image: image113.wmf]l

.

Функция Лагранжа (6) для нашей задачи будет следующей:
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Отсюда имеем:
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Необходимые условия экстремума (7) примут вид:
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Достаточные условия условного экстремума связаны с изучением знака дифференциала второго порядка функции Лагранжа для найденных значений x, y, 
[image: image120.wmf]l

 при условии, что 
[image: image121.wmf]22
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Отсюда получаем:
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Так как 
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 функция имеет условный максимум.
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2 Варианты заданий
2.1 Найти область определения функции:
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2.2 Составить полный дифференциал функции:
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2.3 Найти производные: 
а) сложной функции;  
б) функции, заданной неявно:
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2.4 Составить дифференциал 2-го порядка для следующих функций:

	2.4.1 
[image: image247.wmf]2

sin(34)

zxy

=-

;
	2.4.2 
[image: image248.wmf]22

3

2

zyx

=-

;

	2.4.3 
[image: image249.wmf]2

x

y

ze

=

;
	2.4.4 
[image: image250.wmf]y

zx

=

;

	2.4.5 
[image: image251.wmf]xy

ze

=

;
	2.4.6 
[image: image252.wmf]22

ln()

zxxyy

=++

;

	2.4.7 
[image: image253.wmf]2

4

x

z

x

=

+


	2.4.8 
[image: image254.wmf]22

2

xy

zxe

+

-

=

;

	2.4.9 
[image: image255.wmf]y

x

ze

=

;
	2.4.10 
[image: image256.wmf]3

sin(3)

xy

zexy

--

=+

;

	2.4.11 
[image: image257.wmf]arctg

x

z

y

=

;
	2.4.12 
[image: image258.wmf]2

ln()

y

zxe

-

=+

;

	2.4.13 
[image: image259.wmf]y

x

zxe

=

;
	2.4.14 
[image: image260.wmf]cos()sin

zyyxy

=+-

;

	2.4.15 
[image: image261.wmf]2

(2)ln()

zxyxy

=+-

;
	2.4.16 
[image: image262.wmf]22

3()

zxyxyxy

=+--

;

	2.4.17 
[image: image263.wmf]22

ln(2)

zxyx

=++

;
	2.4.18 
[image: image264.wmf]2

arcsin()

3

y

zxy

x

=+

;

	2.4.19 
[image: image265.wmf]225

()

y

z

xy

=

+

;
	2.4.20 
[image: image266.wmf]4422

4

zxyxy

=+-

;

	2.4.21 
[image: image267.wmf]x

zxy

y

=+

;
	2.4.22 
[image: image268.wmf](cossin)

x

zeyxy

=+

;

	2.4.23 
[image: image269.wmf]22

x

z

xy

=

+

;
	2.4.24 
[image: image270.wmf]sin()

zxxy

=+

;

	2.4.25 
[image: image271.wmf]2

ln()

zxy

=+

;
	2.4.26 
[image: image272.wmf]2

cos

1

x

z

y

=+

;

	2.4.27 
[image: image273.wmf]arctg

y

z

x

=

;
	2.4.28 
[image: image274.wmf]22

arcsin

x

z

xy

=

+

;

	2.4.29 
[image: image275.wmf]22

zxy

=+

;
	2.4.30 
[image: image276.wmf]22

ln

zxy

=+

.


2.5 Исследовать на экстремум следующие функции:
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2.6 Найти наибольшее и наименьшее значения функции в указанной области D:
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