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1 Матрицы и операции над ними 
 
1.1 Теоретическая часть 
 
Матрицей размера m n  называется числовая таблица, имеющая m строк 

и n столбцов. 
Матрицу обозначают  большой буквой латинского алфавита, например,  A. 

Чтобы подчеркнуть её размеры, их будем записывать нижними индексами, 
например, матрицу А размера m n  запишем так: m nA  . Элементы матрицы обо-

значаются той же буквой латинского алфавита, что и сама матрица, но только 
малой и снабжённой двумя нижними индексами, первый из которых обозначает 
номер строки, а второй – номер столбца. Так, ija  обозначает элемент матри- 

цы А, расположенный в i-й строке j-м столбце. Но запись )( ija  – это сокращён-

ная запись всей матрицы А, т. е. )( ijaA  . 

В развёрнутом виде матрица записывается, согласно определению, как 
числовая таблица, при этом с обеих сторон она ограничивается либо круглыми 
скобками, либо квадратными, либо двумя вертикальными чертами, например: 

 

11 12 111 12 1 11 12 1

21 22 221 22 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2

; ;

pn k

pn k
m n l k q p

m m mn l l lk q q qp

c c ca a a b b b

c c ca a a b b b
A B C

a a a b b b c c c

  

   
  
    
  
  

   

 
 

  
  

. 

 
Матрица называется нулевой и обозначается O , если все её элементы  

равны нулю.  
Если m n , то матрица n nA   называется квадратной матрицей, а число n 

называется её порядком. Элементы iia  квадратной матрицы образуют её глав-
ную диагональ и называются диагональными. 

Если в квадратной матрице все недиагональные элементы равны нулю 
( 0ija

 
при i j ), а отличными от нуля могут быть только диагональные эле-

менты (среди них также могут быть нули), то такая матрица называется        
диагональной.  

Среди диагональных матриц выделяют матрицу Е, все диагональные эле-
менты которой равны 1, и называют эту матрицу единичной, т. к. во множестве 
матриц она играет такую же роль, как и единица во множестве действи- 
тельных чисел.  

Единичная матрица выглядит так: 
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1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1 0

0 0 0 ... 0 1

E

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 
Матрицы называются равными, если они имеют одинаковые размеры и их 

соответствующие элементы совпадают. 
Матрицы можно складывать, умножать на число, транспонировать  

и перемножать. 
Суммой матриц )( ijnm aA   и )( ijnm bB   называется матрица )( ijnm cC  , 

такая, что  1, ; 1,i m j n    ijc  ija ijb . 

Таким образом, из определения видно, что складываются только матрицы 
одинаковых размеров, матрица-сумма имеет те же размеры, что и матрицы-
слагаемые, причём при сложении матриц их соответствующие элементы    
складываются. 

Сложение матриц обладает следующими свойствами: если А, В, С – произ-
вольные матрицы одинаковых размеров, то:  

1) A + B = B + A (коммутативность); 
2) (A + B) + C = A + (B + C) (ассоциативность); 
3) AOAAO   (существование нейтрального элемента); 
4) OAAAA  )()( (существование противоположного элемента). 
Во множестве матриц одинаковых размеров задаётся и операция вычита-

ния как операция, обратная сложению. Поэтому вычитание матриц сводится к 
вычитанию их соответствующих элементов. 

Произведением матрицы )( ijnm aA   на число   называется матри- 

ца ( )m n m n ijA B b      такая, что 1, ; 1,i m j n    ij ijb a   . 

Таким образом, из определения видим, что при умножении матрицы на 
число получаем матрицу тех же размеров, причём все элементы матрицы 
умножаются на то же число. 

Операция умножения матрицы на число обладает следующими свойства-
ми: если А и В – произвольные матрицы одних и тех же размеров, ,   – произ-
вольные числа, то: 

1)   ;A B A B       

2)   ;A A A       

3)      ;A A A            

4)  1 A A  . 
Операции сложения и умножения матриц на число будем называть линей-

ными операциями.  
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Произведением матрицы ( )m n ijA a   на матрицу ( )n p ijB b   называется 

матрица ( )m p ikA B C c    такая, что 1, ; 1,i m k p    
1

n

ik ij jk
j

c a b


 .                                   

Умножать можно матрицы согласованные, т. е. только в том случае, когда 
количество столбцов первого сомножителя равно количеству строк второго.  

Умножение матриц обладает следующими свойствами:  

1)    n m m p p s n m m p p sA B C A B C          (ассоциативность); 

2)  n m m p m p n m m p n m m pA B C A B A C            ; 

3)      n m m p n m m p n m m pA B A B A B                ; 

4) n n n m n m m m n mE A A E A        . 
Если произведения AB и BA существуют, они могут быть как одинаковы-

ми, так и разными. Поэтому произведение матриц, вообще говоря, не          
коммутативно.  

Если произведение матриц коммутативно, то матрицы называются комму-
тирующими или перестановочными. 

Матрица )( ji
T

mn aA   называется транспонированной к матри- 

це )( ijnm aA  , если 1, ; 1,i m j n   jia ija . 

Таким образом, из определения мы видим, что при транспонировании мат-
рицы строки становятся столбцами и наоборот. 

Операция транспонирования матрицы обладает следующими свойствами: 
1) ( )T TA A ; 

2) ( )T T TA B A B   ; 

3) ( )T TA A     ; 

4) ( )T T TA B B A   . 

Матрица называется симметричной, если TAA  . 
 
1.2 Примеры решения задач 
 

1.2.1 Найти матрицу 2 3A B , если 
1 2 3 0 1 1

, .
3 4 0 2 2 1

A B
   

          
 
Решение 

 
2 11 2 3 2 2 2 3 2 4 6

2 2 ;
2 33 4 0 2 4 2 0 6 8 0

A
     

                 
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 
 

 
   

   
 

3 0 3 1 3 10 1 1 0 3 3
3 3 ;

3 2 3 2 3 12 2 1 6 6 3
B

            
                     

 

2 4 6 0 3 3 2 0 4 3 6 3 2 1 9
2 3 .

6 8 0 6 6 3 6 6 8 6 0 3 12 14 3
A B

          
                            

1.2.2 Выяснить, какие матрицы можно перемножить. Найти их               
произведения.

 
1 2

1 3
A

 
   

;
1 1 2

0 2 3
B

 
   

;

2 3 6

6 7 9

1 2 6

C

 
   
  

;

1 2

1 3

5 2

D

 
   
  

. 

Решение 
 
Определим размеры матриц 2 2 2 3 3 3 3 2, , ,A B C D    . Существуют произведения 

AB; DA; BC; BD; DB; CD. Как видно, если произведение AB определено, то это во-
все не означает, что и произведение BA определено тоже. В данном случае опре-
делены оба произведения только для одной пары: BD и DB. Их и вычислим: 

 

       
       

1 2
1 1 1 1 2 5 1 2 1 3 2 21 1 2

1 3
0 1 2 1 3 5 0 2 2 3 3 20 2 3

5 2

BD

 
                                             

12 5
;

17 12

 
   

 
   
   

         

1 2 1 1 2 0 1 1 2 2 1 2 2 3
1 1 2

1 3 1 1 3 0 1 1 3 2 1 2 3 3
0 2 3

5 2 5 1 2 0 5 1 2 2 5 2 2 3

DB

            
                                                

1 3 4

1 7 11 .

5 9 16

 
    
    

Как видим, произведения BD и DB не только не совпадают, но даже имеют 
разные размеры. 

1.2.3 Транспонировать матрицу 
1 2 3

.
4 5 6

A
 

  
   

Решение 

2 3 3 2

1 4

2 5 .

3 6

TA A 

 
    
 
 
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1.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Выполнить действия над матрицами. 
 

1.3.1 
2 1 1 2 1 0

3 2 , , .
0 1 4 3 2 2

A B A B
    

           
 

1.3.2 
2 3 9 6

, , , .
4 6 6 4

A B B A A B
    

          
 

1.3.3 
1 2 1 3

, , .
4 1 5 1

T TA A A A A
 

      
 

1.3.4 

0 0 1
1 1

1 1 2 4
2 2 .

2 2 3 1
1 1

3 3 4

 
                   

 

 

1.3.5 
3

1 2
.

3 4

 
  

 

1.3.6 

6
5 0 2 3

2
4 1 5 3 .

7
3 1 1 2

4

 
             

 

 

1.3.7 
1

, .
0 1

n
a

a
 

 
 

  

1.3.8 
cos sin

.
sin cos

n   
   

 

1.3.9 Найти  ,Af  если   .
30

12
,43 2









 Axxf  

1.3.10 Найти все матрицы, перестановочные с .
43

21








A  

1.3.11 Найти все матрицы второго порядка, квадраты которых равны 

.
10

01








E

 

1.3.12 Решить уравнение 

2 1 5 3

3 3 2 2 2 .

4 4 1 1

X

   
        
   
     
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1.4 Домашнее задание 
 
1.4.1 Выяснить, какие из матриц , , ,A B C D  можно сложить, а какие пере-

множить. Выполнить эти действия. 
 

2 5 1 1
3 2 0 5 8 7

, 5 10 1 , 0 , .
1 2 3 4 10 23

3 0 4 3

A B C D

     
                      

   

 

 

1.4.2 Найти матрицу  2 ,TA B C   если 
 

0 7 1 6 1 1 1 5 6
, , .

3 2 5 3 2 8 0 7 2
A B C

      
       
       

 

1.4.3 Найти матрицу 
1

, .
0

n 
  

 �
 

 

1.4.4 Найти все матрицы второго порядка, квадраты которых равны 

.
00

00








O

 
 
Ответы к заданиям 
 

1.3.1 
2 5 3

6 7 8

 
   

. 

1.3.2 
0 0 6 9

,
0 0 4 6

   
      

.  

1.3.3 

17 2 21 1

15 4 2 5 3 7
,

4 43 21 3 26 2

1 7 2 10

  
          
   

. 

1.3.4 

5

15

25

35

 
 
 
 
 
 

.  

1.3.5 
13 14

21 22

 
  

.  
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1.3.6 

56

69

17

 
 
 
 
 

. 

1.3.7 
1

0 1

an 
 
 

. 

1.3.8 
cos sin

sin cos

n n

n n

   
   

. 

1.3.9 
8 15

0 23

 
 
 

. 

1.3.10 
2

, ,
3 3

a b
a b

b a b

 
  
 . 

1.3.11 
1 0 1 0

, , ,
0 1 0 1

a b

c a

     
           

 где 2 1a bc  . 

1.3.12 

4
1

3
1 4

3 3
1 1

 
 
 
  
    
 

. 

1.4.1 
8 10 7

,
5 12 20

A D
 

   
   

5

8 ,

9

BC

 
   
 
     

16 5 5
,

3 15 15
AB

 
     

3
,

10
AC

 
     

16
,

65
DC

 
  
   

71 55 15

127 80 78
DB

 
  
 

.  

1.4.2 
53 97

5 18

 
 
 

. 

1.4.3 
1

0

n n

n

n   
   

. 

1.4.4 ,
d b

c d

 
 
 

 где 2 .d bc   
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2 Определители 
 
2.1 Теоретическая часть 
 
Каждой квадратной матрице n nA   поставим в соответствие число, которое 

назовем ее определителем или детерминантом. Обозначение: Adet , ,A . В 

развернутом виде определитель n-го порядка записывается в виде таблицы, 
ограниченной с обеих сторон вертикальными чертами: 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

det .
n

n n nn

na a a

a a a
A

a a a









 
 

Вычисляем определитель по правилам: 
1) если 1n , то   1111det aa   (определитель матрицы, состоящей из одного 

элемента, равен этому элементу); 

2) если 2n , то 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
  ; 

3) если 3n , то 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

     
        

       

11 22 33 12 23 31 21 32 13 13 22 31 11 23 32 12 21 33;a a a a a a a a a a a a a a a a a a                   

4) для 3n   определитель вычисляется разложением по элементам строки 
(столбца).  

Минором ijM  некоторого элемента ija  определителя называется определи-

тель, полученный из данного определителя вычеркиванием строки и столбца, 
на пересечении которых расположен этот элемент. 

Алгебраическим дополнением ijA  некоторого элемента ija  определителя 

называется минор этого элемента, умноженный на   ji1 , где i – номер строки, 
j – номер столбца, на пересечении которых находится этот элемент:  

 

  ij
ji

ij MA  1 . 
 

Определитель равен сумме произведений элементов какой-нибудь строки 
(столбца) на их алгебраические дополнения, т. е.  









n

j
ijij

ji
n

j
ijij MaAaA

11

)1(det  – разложение по i -й строке,  
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







n

i
ijij

ji
n

i
ijij MaAaA

11

)1(det  – разложение по j-му столбцу. 

 

Свойства определителя. 
1 При транспонировании матрицы ее определитель не меняется,  

т. е.  .detdet AAT   
2 При перестановке в определителе двух строк (столбцов) местами опреде-

литель лишь поменяет знак. 
3 Если определитель содержит две одинаковые строки (столбца), то он ра-

вен нулю. 
4 Если в определителе все элементы какой-либо строки (столбца) умно-

жить на число, то определитель умножится на это число (общий множитель 
строки или столбца можно выносить за знак определителя). 

5 Если определитель содержит строку или столбец, целиком состоящий из 
нулей, то он равен нулю. 

6 Если определитель содержит две пропорциональные строки (столбца), то 
он равен нулю. 

7 Если каждый элемент какой-либо строки (столбца) определителя пред-
ставлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель равен сумме двух опре-
делителей, в первом из которых в этой строке записано первое слагаемое, во 
втором – второе, а все остальные строки (столбцы) этих двух определителей 
совпадают с соответствующими строками (столбцами) исходного определителя. 

8 Основное свойство определителя. Если к какой-либо строке (столбцу) 
определителя прибавить другую его строку (столбец), умноженную на число, то 
определитель при этом не изменится.  

9 Определитель произведения матриц равен произведению их определите-
лей, т. е. BAAB detdet)det(  . 

10 Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) определи-
теля на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой его 
строки (столбца) равна нулю. 

 
2.2 Примеры решения задач 
 
Вычислить определители.  
 

2.2.1 
2 11

2 3 5 11 6 55 49.
5 3

         

2.2.2  
2 1 4 2 1 2 2 1 2

3 33 6 2 3 33 3 2 3 1 11 1 6 (2 11 4

5 2 8 5 2 4 5 2 4

          
       

       1 1 5 1 2 2 2 11 5 1 1 4 1 2 2) 6 189 1134                       . 
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2.2.3 

 
 

2 1 1 8 0 7 11 82

1 3 6 9 0 7 12 91

0 2 2 5 0 2 2 5

1 4 6 0 1 4 6 0

IV I

IV I

   
     


 

 = [понижаем порядок 

определителя, разлагая его по первому столбцу] =  

 1 4

7 11 8

1 ( 1) 7 12 9 1

2 2 5

I II
 

        


7 11 8

0 1 1

2 2 5

 
  



7 11 3

0 1 0

2 2 3

  
  


 

 II III  

= [разлагаем по второй строке] 27621
32

37
)1)(1( 22 




  . 

Цель преобразований состоит в том, чтобы получить в какой-либо строке 
(или столбце) все нули, за исключением, разве что, одного элемента. 

 
2.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Найти определители второго порядка.    
 

2.3.1 
1 5

4 2

 
. 

2.3.2 .
a b a b

a b b a

 
   

2.3.3 Решить уравнение 
1

0.
4 1

x x

x




   
 

Найти определители третьего порядка. 
 

2.3.4 

1 2 3

4 5 6 .

7 8 9

 

2.3.5 

3 4 5

8 7 2 .

2 1 8





 

2.3.6 

1 2 5

3 4 7 .

3 12 15


 
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2.3.7 

201 202 201

200 201 201 .

200 200 200

 

2.3.8 

1

1.

1

x y z

y z x

z x y





 

2.3.9 

 
 
 

2 2

2 2

2 2

1 1

1 1 .

1 1

a a a

b b b

c c c

 

 

 
 

 

Решить уравнения. 
 

2.3.10 

3

2 1 3 0.

10 1 1

x x

x


 

  

2.3.11 

1 2

3 4 5 0.

6 7 8

x x x

x x x

x x x

 
   
    

 

Вычислить определители высших порядков. 
 

2.3.12 

1 0 0 0

3 1 1 1
.

2 0 1 1

4 1 0 1


 

 

2.3.13 

1 2 2 1

0 1 1 1
.

2 3 3 1

0 1 1 1







 

2.3.14 

1 2 3 5

2 3 4 5
.

1 2 2 4

2 3 5 8





  
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2.3.15 

3 3 4 2

2 2 2 1
.

1 3 4 1

5 4 3 2


 

2.3.16 

0 1 2 1 0

0 0 1 1 2

.4 2 6 0 0

3 3 0 1 0

1 1 1 2 4





 

2.3.17 

1 1 1

0 1 1
.

1 0 1

1 1 0

a

b

c

d

 

2.3.18 

2 3 5 3

6 21 10 2 3
.

10 2 15 5 6

2 2 6 10 15


 

2.3.19 

0

0
.

0

0

b c d

b d c

c d b

d c b

 

2.3.20 

0

0
.

0 0

0 0

a b d

a c e

b c

d e

  
 

 

2.3.21 

2 1 1 1 1

1 3 1 1 1

1 1 4 1 1 .

1 1 1 5 1

1 1 1 1 6
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2.3.22 

5 6 0 0 0

1 5 6 0 0

0 1 5 6 0 .

0 0 1 5 6

0 0 0 1 5  

2.3.23 

0 0 0

1 0 0

.0 1 0 0

0 0 0 1

 
  

 

 





     


 

2.3.24 

1 2 3

1 0 3

.1 2 0

1 2 3 0

n

n

n


 

  





    
  

 
2.4 Домашнее задание 
 
Найти определители. 
 

2.4.1 
3 2

.
5 4

 

2.4.2 

2 3 6

3 9 18 .

7 15 15





 

2.4.3 

4 1 3

4 5 1 .

3 2 2


 

2.4.4 2 .

m a m a a

n a n a a

a a a

 
 

  

2.4.5 

1 1 3 2

2 3 3 3
.

4 4 2 4

6 7 6 5


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2.4.6 

3 0 2 4

4 2 12 1
.

8 5 3 3

1 1 0 2




 

2.4.7 

0 0 0

2 0 0

.0 1 0 0

0 0 0 1

  
  

 

 





     


 

 
Ответы к заданиям 
 
2.3.1  18 .  
2.3.2 2 22 2a b  .  
2.3.3  1; 4  . 

2.3.4  0. 
2.3.5  0. 
2.3.6  144.  
2.3.7  200. 
2.3.8  0.  
2.3.9  0.  

2.3.10   4 22  . 

2.3.11   .  
2.3.12  1.  
2.3.13  0.  
2.3.14  2.  
2.3.15  2.  
2.3.16  40.  
2.3.17  2a b c d   . 

2.3.18  9 10 3 2 .  

2.3.19     .b c d b c d b c d b c d          
2.3.20  2

.cd be   

2.3.21  394. 
2.3.22  665.  
2.3.23 na .  
2.3.24  !n . 
 

2.4.1  22 .  
2.4.2   135 .  
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2.4.3  48.  
2.4.4 amn . 
2.4.5  24 . 
2.4.6  299 .  
2.4.7 n n  . 
 
 
3 Обратная матрица. Ранг матрицы 
 
3.1 Теоретическая часть 
 
Квадратная матрица называется невырожденной, если ее определитель отли-

чен от нуля. В противном случае квадратная матрица называется вырожденной. 
Квадратная матрица 1A  называется обратной к квадратной матрице А, 

если 1 1A A AA E   . 
 

Свойства обратных матриц. 
1 Если матрица А имеет обратную, то А–1 тоже имеет обратную, причем 

  11A A
  . 

2 Если А имеет обратную, и 0  , то A  также имеет обратную, причем 

  1 11
.A A

   


 

3 Если А имеет обратную, то TA  также имеет обратную, причем 
1 1( ) ( )T TA A  . 

4 Если матрицы А и В одного порядка имеют обратные, то имеет обратную 
и их произведение, причем 1 1 1( )AB B A    . 

Теорема (существования и единственности). Для любой невырожденной 
квадратной матрицы А существует единственная ей обратная  

 

,
det

1

21

22212

12111

1





















nnnn

n

n

A...AA

A...AA

A...AA

A
A



 
 

где ijA  – алгебраическое дополнение к элементу ija  матрицы A , 

 1 .
i j

ij ijA M
   

Пусть А – некоторая матрица, необязательно квадратная. Выделим в ней k 
строк и k столбцов. Элементы, расположенные на пересечениях выделенных 
строк и столбцов, образуют определитель k-гo порядка, который называется 
минором k-гo порядка матрицы А и обозначается kM .     
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Рангом  rang A r A  матрицы A  называется наивысший порядок минора, 

отличного от нуля. Ранг нулевой матрицы по определению равен нулю. 
Элементарными преобразованиями матрицы являются перестановка строк 

и столбцов; умножение строк и столбцов на число, отличное от 0; прибавление 
к какой-либо строке (столбцу) другой строки (столбца), умноженной на число. 

Элементарные преобразования не меняют ранга матрицы. 
 

Свойства ранга матрицы. 
1 Ранг матрицы не превосходит ни количества ее строк, ни коли- 

чества столбцов. 
2 При транспонировании матрицы ее ранг не меняется.  
3 Если rang 0A  , то A – нулевая матрица. 
4 Если у матрицы вычеркнуть столбец или строку, целиком состоящую из 

нулей, то ее ранг при этом не изменится. 
5 Если у матрицы вычеркнуть один из двух пропорциональных столбцов 

(строк), то ее ранг при этом не изменится. 
Для нахождения ранга матрицы используют два метода: метод окаймляю-

щих миноров, метод элементарных преобразований. 
 
Нахождение обратной матрицы методом Гаусса 

 

Чтобы найти матрицу, обратную матрице 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ......

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

, составим мат-

рицу 

11 12 1

21 22 2

1 2

... 1 0 ...0

... 0 1 ...0

... ... ...... ............

... 0 0 ...1

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
  
 

. С помощью элементарных преобразований над 

строками преобразуем последнюю матрицу так, чтобы слева была единичная 

матрица, тогда справа будет обратная матрица, т. е.    1~ AEEA . 

 
3.2 Примеры решения задач 
 
3.2.1 Найти обратную матрицу методом присоединенной матрицы и мето-

дом элементарных преобразований: 

1 0 2

3 1 0

1 1 1

A

 
   
  

. 
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Решение 
 

1 0 2

3 1 0 1 6 2 3 0

1 1 1

        


, матрица невырожденная. 

 
1 Метод присоединенной матрицы. 
Найдем алгебраические дополнения данной матрицы: 
 

 1 1
11

1 0
1 1 0 1;

1 1
A

 
       

 

   1 2
12

3 0
1 3 0 3;

1 1
A

       


 

 1 3
13

3 1
1 3 1 2;

1 1
A

 
     

  

   2 1
21

0 2
1 0 2 2;

1 1
A

        

 2 2
22

1 2
1 1 2 3;

1 1
A

     
  

   2 3
23

1 0
1 1 0 1;

1 1
A

       


 

 3 1
31

0 2
1 0 2 2;

1 0
A

     
  

   3 2
32

1 2
1 0 6 6;

3 0
A

        

 3 3
33

1 0
1 1 0 1.

3 1
A

       
  

 
Обратная матрица имеет вид: 
 

.

112

633

221

3

11





















A
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2 Метод Гаусса. 
 

 
1 0 2 1 0 0

3 1 0 0 1 0 3

1 1 1 0 0 1

I II

I III

 
     
   

  
1 0 2 1 0 0

0 1 6 3 1 0 1

0 1 3 1 0 1

II

II III

 
      
   



 

2
1 0 2 1 0 0 3
0 1 6 3 1 0 2

0 0 3 2 1 1 1

3

III I

III II

III

  
    
        

 

  



























3

1

3

1

3

2
211
3

2

3

2

3

1

100

010

001

 

1

1 2 2
1 2 23 3 3

1
1 1 2 3 3 6 .

3
2 1 1 2 1 1

3 3 3

A

    
         

       
 

 

Сделаем проверку: 

 

1

1 2 2 1 0 2 1 6 2 0 2 2 2 0 2
1 1

3 3 6 3 1 0 3 9 6 0 3 6 6 0 6
3 3

2 1 1 1 1 1 2 3 1 0 1 1 4 0 1

A A
             
                        
                    

1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

E

 
   
 
   

 

3.2.2 Найти ранг матрицы А методом окаймляющих миноров:  
 

2 1 2 3

1 2 1 2
.

1 3 1 5

2 2 1 2

A

 
  
 
     

Решение 
 
Выбираем любой ненулевой элемент матрицы: 11 12 0a M   . Окаймляем 

его, получаем минор второго порядка:  
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2

2 1
5 0;

1 2
M   

  

;0

131

121

212
1
3 





M ;0

531

221

312
2
3 M ;05

122

121

212
3
3 





M

 

 4

2 1 2 3 0 5 0 7

1 2 1 2 0 5 0 7
0 3.

2 2 1 2 0 1 1 5

1 3 1 5 1 3 1 5

M r A

  


    
   

 

 

3.2.3 Найти ранг матрицы А методом элементарных преобразований:  
 

2 1 2 3

1 2 1 2

1 3 1 5

2 2 1 2

A

 
  
 
   

. 

Решение 
 
Проведем элементарные преобразования над строками матрицы так, чтобы 

получить как можно больше нулевых строк. Поменяем первую и вторую строки 
местами: 

 

 

1 2 1 2

22 1 2 3

1 3 1 5

22 2 1 2

I II
A

I III

I IV

 
    
  
      


 

1 2 1 2

0 5 0 7

0 5 0 7 1

0 6 1 2

II IV

II III

 
   
    
    



 

 

1 2 1 2

0 1 1 5

0 0 0 0

60 6 1 2 II IV

 
   
 
       



1 2 1 2

0 1 1 5

0 0 5 32

0 0 0 0

 
   
 
 
 

   .3 Ar  

 
3.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Найти матрицы, обратные данным. 
 

3.3.1 
1 1

2 3
A

 
  
 

. 
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3.3.2 

1 1 1

1 1 2

1 2 3

B

 
   
 
 

. 

3.3.3 

1 1 1

0 1 1

1 0 1

C

 
   
 
 

. 

3.3.4 

2 5 7

6 3 4

5 2 3

D

 
   
   

. 

3.3.5 

1 2 5

0 3 2

1 4 3

P

 
   
  

. 

3.3.6 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 0 0

0 0 1 1

S

 
   
 
  

. 

 

3.3.7 Вычислить значение выражения. 
 

1 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0

0 2 1 8 0 2 1 16 0 2 1 .

0 0 2 0 0 2 0 0 2

        
                
     
       

 

Решить матричные уравнения. 
 

3.3.8 
1 2 3 5

3 4 5 9
X

   
    

   
. 

3.3.9 
3 2 1 2

5 4 5 6
X

    
        

. 

3.3.10 
3 1 5 6 14 16

5 2 7 8 9 10
X

     
            

. 
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Найти матрицы, обратные к данным. 
 

3.3.11 

1 1 1 ... 1

0 1 1 ... 1

0 0 1 ... 1

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

A

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

3.3.12 

1 1 0 ... 0

0 1 1 ... 0

.0 0 1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

B

 
 
 
 
 
 
 
   

 
Найти ранг матриц. 
 

3.3.13 

1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

A

 
 
 
 
 
 

. 

3.3.14 

0 1 10 3

2 0 4 1

16 4 52 9

8 1 6 7

B

 
  
 
   

. 

3.3.15 

1 3 1 6

7 1 3 10

17 1 7 22

3 4 2 10

C

 
  
 
  

. 

3.3.16 

25 31 17 43

75 94 53 132

75 94 54 134

25 32 20 48

D

 
 
 
 
 
 

. 

3.3.17 

0 1 1 0 0

1 1 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 1 0 0

0 0 1 1 0

F

 
 
 
 
 
 
 
 

. 
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3.3.18 Найти ранг матрицы 

3 1 1 4

4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3

 
  
 
 
 

 при различных значениях  . 

 
3.4 Домашнее задание 
 
Найти матрицы, обратные данным. 
 

3.4.1 

2 7 3

3 9 4

1 5 3

A

 
   
 
 

. 

3.4.2 

1 2 2

2 1 2

2 2 1

B

 
   
  

. 

3.4.3 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

C

 
   
  
   

. 

 

Найти ранг матриц. 
 

3.4.4 

5 4 2 1

2 1 1 3

8 4 4 12

6 3 3 9

3 2 0 2

A

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

3.4.5 

2 2 1 1

4 3 1 2
.

8 5 3 4

3 3 2 2

B

 
  
 
    

3.4.6 Найти ранг матрицы 

1 1 2

2 1 5

1 10 6

  
   
     

при различных значениях  . 
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Ответы к заданиям 
 

3.3.1 1 3 1

2 1
A  

   
.  

3.3.2 1

1 1 1

1 2 1

1 1 0

B
 

   
  

.  

3.3.3 1

1 1 0

1 0 1

1 1 1

C
 
   
   

. 

3.3.4 1

1 1 1

38 41 34

27 29 24

D
 

    
  

. 

3.3.5 1

1 14 11
1

2 2 2
10

3 2 3

P
  
    
  

. 

3.3.6 1

1 1 2 0

1 1 2 01

1 1 0 24

1 1 0 2

S

 
  
 
   

. 

3.3.7 

2 1 2

0 2 1

0 0 2

 
 
 
 
 

. 

3.3.8 
1 1

2 3

  
 
 

.  

3.3.9 
3 2

5 4

 
  

. 

3.3.10 
1 2

3 4

 
 
 

.  

3.3.11 

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
  
 
 
 
 
 





    


. 
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3.3.12 

 
 
 

1

2

3

1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 0 0 0 1

n

n

n







   
 
  
 
  
 
 
 
 






     



. 

3.3.13 2r  . 
3.3.14 3r  .  
3.3.15 2r  . 
3.3.16 3r  .  
3.3.17 5r  .  
3.3.18 3,r   если 0;   2,r   если 0  . 
 

3.4.1 1

7 6 1
1

5 3 1
3

6 3 3

A
  
    
  

.  

3.4.2 1

1 2 2
1

2 1 2
9

2 2 1

B
 
   
  

. 

3.4.3 1

1 1 1 1

1 1 1 11

1 1 1 14

1 1 1 1

C

 
   
  
   

.  

3.4.4 3r  . 
3.4.5 4r  .  
3.4.6 3,r   если  . 
 
 
4 Системы линейных алгебраических уравнений. Решение 

невырожденных систем 
 
4.1 Теоретическая часть  

 
Система m уравнений с n неизвестными имеет вид: 
 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

............................................

... ,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


      
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где ija

 
– коэффициенты системы;  

ib  – свободные члены; 

jx
 
– неизвестные системы, 1, , 1, .i m j n   

Такую систему удобно записывать в матричной форме  
 

A X B  , 
 

где A  – матрица коэффициентов системы, называемая основной матрицей  

системы, 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

;  

B  – столбец свободных членов ib , 

1

2

...

m

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

; 

X

 

– столбец неизвестных jx ,
 

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

. 

Расширенной матрицей системы называется матрица коэффициентов си-
стемы, дополненная столбцом свободных членов: 

 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A B

a a a b

 
 
 
 
 
 

. 

 
Решением системы линейных алгебраических уравнений называется n  зна-

чений неизвестных 1 1 2 2, , ..., n nx c x c x c   , при подстановке которых все 
уравнения системы обращаются в верные равенства. 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно 
решение, и несовместной, если она не имеет решений. 

Совместная система называется определенной, если она имеет единствен-
ное решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. 

Решить систему – это значит выяснить, совместна она или несовместна, и, 
если система совместна, найти ее решение. 
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Система называется однородной, если все ее свободные члены равны 0. 
Однородная система всегда совместна, т. к. 1 2 ... 0nx x x   

 
– решение си-

стемы. Это решение называют нулевым или тривиальным. 
 

Решение невырожденных систем 
 

Пусть дана система n  уравнений с n  неизвестными 
 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

.............................................

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


      

 
или в матричной форме A X B  . 

Основная матрица A  такой системы квадратная. Определитель этой матрицы  

11 1

21 2

1

...

...

... ......

...

n

n

n nn

a a

a a

a a

 

 
 

называется определителем системы. Если определитель системы отличен от 
нуля, то система называется невырожденной. 

Найдем решение данной системы уравнений в случае 0.   
Умножив обе части уравнения A X B   слева на матрицу 1A , получим 

1 1 .A A X A B      
Поскольку 1A A E    и E X X  , то  

 

                                                    1X A B                                                  (4.1) 
 

Отыскание решения системы по формуле (4.1) называют матричным спо-
собом решения системы. 

Если 0  , решение системы уравнений можно найти по формулам   
Крамера: 

1 2
1 2, ,..., n

nx x x
  

  
  

, 

 
где i  ( 1,i n ) – определитель, полученный из определителя основной матрицы 
системы путем замены i -го столбца столбцом свободных членов. 
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4.2 Примеры решения задач 
 

4.2.1 Решить по формулам Крамера систему 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,

2 4 4,

3 9 2.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Решение 
 
Вычислим 

1 1 1

1 2 4 18 3 4 2 12 9 2;

1 3 9

        

 

1

4 1 1

4 2 4 72 12 8 4 48 36 4;

2 3 9

          

2

1 4 1

1 4 4 36 2 16 4 8 36 6;

1 2 9

          

3

1 1 4

1 2 4 4 12 4 8 12 2 2.

1 3 2

         

 

По формулам Крамера имеем 
 

1
1

4
2;

2
x


  


 2
2

6
3;

2
x


  


  3
3

2
1.

2
x

 
   
  

 
Ответ:  2;3; 1 . 

4.2.2 Решить матричным способом систему

5 0,

2 3 14,

4 3 2 16.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 

Решение 
 

Обозначим 

5 1 1

1 2 3

4 3 2

A

  
   
 
 

, 

x

X y

z

 
   
 
 

, 

0

14

16

B

 
   
 
 

. 

 



31 
 

5 1 1

1 2 3 20 3 12 8 45 2 30

4 3 2

 
          .  

 

Так как 0  , то матрица A  имеет обратную матрицу 1A , которую 
найдем по формуле 

  

11 21 31
1

12 22 31

13 23 33

1
.

A A A

A A A A

A A A



 
      
   

 

11

2 3
5,

3 2
A      21

1 1
1,

3 2
A

 
     31

1 1
1,

2 3
A

 
  

 
 

12

1 3
10,

4 2
A   

 
 22

5 1
14,

4 2
A


    32

5 1
16,

1 3
A


   

 
 

13

1 2
5,

4 3
A      23

5 1
19,

4 3
A


     33

5 1
11.

1 2
A


 

 
 

Следовательно, 1

5 1 1
1

10 14 16
30

5 19 11

A

   
    
   

. 

По формуле 1X A B   получаем 
 

5 1 1 0 14 16 30 1
1 1 1

10 14 16 14 196 256 60 2 .
30 30 30

5 19 11 16 266 176 90 3

X

              
                               
                        

 
Следовательно, 1, 2, 3.x y z    

Ответ:  1;2;3 . 

 
4.3 Примеры для самостоятельной работы 

 
Решить по формулам Крамера системы. 
 

4.3.1 
4 3 5,

5 2 12.

x y

x y

  
   
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4.3.2 
3 8 4,

2 5 13.

x y

x y

 
  

        

4.3.3 

3 2 4 8,

2 4 5 11,

4 3 2 1.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 

4.3.4 
1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 7,

4 2 1,

4 5.

x x x

x x x

x x

   
    
   

                

4.3.5 
1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 6,

4 5 6 9,

7 8 6.

x x x

x x x

x x

  
   
   

 

4.3.6 

1 2 4

2 3 4

3 4

1 4

2 3 8 0,

3 0,

1,

24.

x x x

x x x

x x

x x

  
   
  
   

            

4.3.7 

1 2 3 4

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

2 0,

2 3 1,

3 2,

2 2 2 5 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x x

   
   
    
       

 

Решить матричным способом системы. 
 

4.3.8 
3 8 4,

2 5 13.

x y

x y

 
  

            

4.3.9 
3 4 3,

2 4.

x y

x y

  
  

               

4.3.10 

2 4 3,

6 3 1,

1.

x y z

x y z

x y z

  
    
   

 

4.3.11 

2 2,

2 3 2 2,

3 8.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

    

4.3.12 

1,

2 5,

4 4 2.

x y z

x y z

x y z

  
    
    
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4.3.13 

2 2,

5 3 14,

2 2 5.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 

 
4.4 Домашнее задание 
 
Решить системы уравнений по формулам Крамера и матричным способом.   
 

4.4.1 
3 2 1,

5 3 5.

x y

x y

 
  

       

4.4.2 
2 4,

3 4 6.

x y

x y

   
  

       

4.4.3 

2 3 0,

2 4 10,

3 4.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

  

4.4.4 

3 3 2 2,

4 5 2 1,

5 6 4 3.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

     

4.4.5 

5 2,

2 4 3 0,

3 4 2 3.

x y z

x y z

x y z

   
   
   

    

 
Ответы к заданиям 
 
4.3.1  2;1 . 

4.3.2 (4; 1). 
4.3.3 (2; 3; 1).  
4.3.4  1;1; 2  .  

4.3.5  2;1;2 . 

4.3.6  9; 46;1; 15  .  

4.3.7  0; 2;1; 1 . 

4.3.8 (4; 1). 
4.3.9 (13 11;18 11). 

4.3.10  2; 0; 1 .  

4.3.11 (1; 2; 3). 
4.3.12  1; 2; 2 . 

4.3.13  2; 5; 3 .  

4.4.1  7; 10 . 
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4.4.2  2 ; 3  . 

4.4.3 (1; 4; 3).  
4.4.4 (1; 1; 1).  
4.4.5  1; 1;2 .  

 
5 Решение систем линейных алгебраических уравнений      

методом Гаусса 
  
5.1 Теоретическая часть  
 
Рассмотрим систему m уравнений с n неизвестными: 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

............................................

... ,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


      

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 – основная матрица системы,  

 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A B

a a a b

 
 
 
 
 
 

 – расширенная матрица системы. 

 
Теорема Кронекера – Капелли 
Для того чтобы система линейных алгебраических уравнений была сов-

местна, необходимо и достаточно, чтобы ранг ее основной матрицы A  был ра-
вен рангу расширенной матрицы системы A B . Причем если    r A r A B n  , 

где n   число неизвестных, то система имеет единственное решение, а если 
   r A r A B r n   , то система имеет бесконечное множество решений. 

 
Решение системы уравнений методом Гаусса 
 
Прямой ход метода Гаусса. 
Запишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных пре-

образований над строками сведем ее к треугольной или трапециевидной форме: 
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11 12 1 1

22 2 2

...

0 ...

... ... ... ... ...

0 0 ...

n

n

nn nn

a a a b

a a b

a b

 
    
 
    

 ;                                           (5.1) 

11 12 1 1 1 1 1

22 2 2 1 2 2

1

... ...

0 ... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0

r r n

r r n

rr r r rn r

a a a a a b

a a a a b

a a a b







 
      
 
      

 .                            (5.2) 

 
Обратный ход метода Гаусса. 
В случае (1)    r A r A B n  , следовательно, по теореме Кронекера – Ка-

пелли система имеет единственное решение. Перейдем от полученной матрицы 
к системе: 

 

1 111 1 12 2

2 2 222 2

,...

,...

... ...... ...

.

n n

n

n n n n

a x ba x a x

a x ba x

a x b

  
   


    

 

Из последнего уравнения находим nx , подставляем его значение в преды-
дущее уравнение и находим 1nx   и т. д. 

В случае (5.2)    r A r A B r n   , следовательно, по теореме Кронеке-

ра – Капелли система имеет бесконечное множество решений. Базисный минор 

матрицы (5.2) 

111 12

222

...

0 ...

...... ... ...

0 0 0

r

r
r

rr

aa a

aa
M

a






. Значит, неизвестные 1 2, ,..., rx x x    базисные,  

а все остальные – свободные.  
Преобразованная система имеет вид: 
 

1 1 1 11 111 1 12 2

1 1 22 222 2

1 1

,... ...

,... ...

... ...... ...... ... ...

....

r r n nr r

r r r n nr r

r r r r n nrr r r

a x a xa x ba x a x

a x a xa x ba x

a x a xa x b

 

 

 

    
       


      

 
Переносим слагаемые со свободными неизвестными в правую часть и с 

помощью обратного хода метода Гаусса выражаем базисные неизвестные  
через свободные. 
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Решение системы линейных алгебраических уравнений методом    
Жордана – Гаусса 

 
По методу Гаусса основную матрицу системы приводят к ступенчатому 

виду, т. е. к виду, когда ниже элементов главной диагонали находятся нули.  
В отличие от метода Гаусса, по методу Жордана – Гаусса, выполняя элементар-
ные преобразования над строками расширенной матрицы, приводят ее к виду, 
когда на главной диагонали стоят единицы, а выше и ниже главной диаго- 
нали – нули.  

Системы линейных однородных уравнений. 
Пусть дана система линейных однородных уравнений 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0,

... 0,

...........................................

... 0.

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


      

 

Очевидно, что однородная система всегда совместна     r A r A B , она 

имеет нулевое (тривиальное) решение.  
Для того чтобы система однородных уравнений имела ненулевые решения, 

необходимо и достаточно, чтобы ранг ее основной матрицы был меньше числа 
неизвестных, т. е.  r A n . 

Для того чтобы система n  линейных однородных уравнений c n  неизвест-
ными имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы определи-
тель ее основной матрицы   был равен нулю, т. е. 0.   

 
5.2 Примеры решения задач 
 
5.2.1 Исследовать на совместность систему уравнений 
 

2 2,

2 3 1,

3 2 3.

x y z

x y z

x y z

   
    
   

 

Решение 
 
Найдем ранг основной и расширенной матрицы системы методом эле-

ментарных преобразований: 
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 
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 5 5 0

1 3 2 3 2 0 5 5 4

A B I II

I III II III

       
           
          

 

 2 1 1 2

0 5 5 0 .

0 0 0 4

   
   
  



 
 

   2, 3,r A r A B   следовательно, по теореме Кронекера – Капелли си-

стема не имеет решений. 
Ответ: система не совместна.  
5.2.2 Исследовать систему на совместность и решить методом Гаусса. 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

3 5 0,

4 3.

x x x

x x x

x x x

   
   
    

 

 

Решение 
 

Выпишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных 
преобразований строк приведем ее к треугольному (5.1) или трапециевидно- 
му (5.2) виду: 

 

 
1 2 3 3 1 2 3 3

1 3 5 0 0 5 2 3

1 4 1 3 0 2 2 0 : 2

A B I II

I III III

         
          
        

   

 

1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3 3

0 5 2 3 0 5 2 3 0 5 2 3 .

0 1 1 0 5 0 0 3 3 : 3 0 0 1 1II III III

              
               
               

  

 
 

   3, 3, 3r A r A B n   , следовательно, по теореме Кронекера – Капелли 

система имеет единственное решение. 
По последней матрице составляем систему: 

 

1 2 3

2 3

3

2 3 3,

5 2 3,

1.

x x x

x x

x

   
    
   
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3 1;x   

25 2 1 3;x      

2 1;x   

1 2 1 3 1 3;x        

1 2.x   

Ответ:  2;1;1 . 

5.2.3 Исследовать систему на совместность и решить методом Гаусса. 
 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5,

3 5 7 4 1,

4 3 7 5 2,

4 6 12 16.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
      

 
Решение  
 
Выпишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных 

преобразований строк приведем ее к треугольному (5.1) или трапециевид- 
ному (5.2) виду: 

 

 

1 1 2 1 5 1 1 2 1 5

3 5 7 4 1 3 0 2 1 7 14

4 3 7 5 2 4 0 1 1 1 18 2

4 1 6 12 16 0 2 1 7 14

I II
A B

I III II III

III IV II IV

       
          
         
              

   

1 1 2 1 5

0 2 1 7 14
.

0 0 1 5 50

0 0 0 0 0

   
   
 
  
 



  
 

( ) 3, ( ) 3, 4,r A r A B n    следовательно, по теореме Кронекера – Ка-

пелли система имеет бесконечное множество решений. 
 

3

1 1 2

0 2 1 2 0

0 0 1

M


   

 

– базисный минор. 

 

1 2 3, ,x x x   базисные неизвестные, 4x   свободная. 
По последней матрице запишем систему. 
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1 2 3 4

2 3 4

3 4

2 5,

2 7 14,

5 50.

x x x x

x x x

x x

   
     
    

 

4

31 2

32

3

,

2 5 ,

2 14 7 ,

50 5 .

x c

xx x c

xx c

x c


   
    
    

 

3 50 5 ,x c   

2

2

2 50 5 14 7 ,

32 6 ,

x c c

x c

     
 

 

1

1

32 6 100 10 5 ,

63 3 .

x c c c

x c

     
  

 

Ответ:  63 3 ;  32 6 ;  50 5 ;  , ,  .с с с с с      

5.2.4 Решить систему уравнений методом Жордана – Гаусса. 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0,

3 4 2 1,

5 3.

x x x

x x x

x x x

  
   
      

Решение 
 
Выпишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных 

преобразований строк приведем ее к треугольному (5.1) или трапециевид- 
ному (5.2) виду: 

 

 
2 1 3 0 2 1 3 0 11

3 4 2 1 3 2 0 11 13 2

1 5 1 3 2 0 11 5 6

I II

A B I II

I III II III

         
            
          

   

 

22 0 20 2 : 2 11 0 10 1 10

0 11 13 2 0 11 13 2 13

0 0 8 8 : 8 0 0 1 1

I I III

II III

III

       
             
        

    

 
11 0 0 11 :11 1 0 0 1

0 11 0 11 : 11 0 1 0 1 .

0 0 1 1 0 0 1 1

I

II

   
        
   
   

 
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Следовательно, 

1

2

3

1,

1,

1.

x

x

x


  
   

 

Ответ:  1; 1;1 . 

5.2.5 Решить систему уравнений

 

методом Жордана – Гаусса. 
 

31 2 4

31 2

31 2 4

31 2 4

32 5 1,

5 2,

23 2 5 3,

97 5 10 8.

xx x x

xx x

xx x x

xx x x

  
  
   
   

 

 

Решение 
 
Выпишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных 

преобразований строк приведем ее к треугольному (5.1) или трапециевид- 
ному (5.2) виду: 

 

 

2 1 3 5 1 2 1 3 5 1

1 1 5 0 2 2 0 1 13 5 3

3 2 2 5 3 3 2 0 1 13 5 3

7 5 9 10 8 7 2 0 3 39 15 9 :3

I II
A B

I III

I IV IV

       
           
          
                

 

 
 

2 1 3 5 1 2 0 16 10 2 : 2 1 0 8 5 1

0 1 13 5 3 0 1 13 5 3 0 1 13 5 3
.

0 1 13 5 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 13 5 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

I II I

II III

II IV

            
               
       
                 

  

 
 

    2, 4.r A r A B n    По теореме Кронекера – Капелли система имеет 

бесконечное множество решений.  

2

1 0
1

0 1
M   базисный минор, следовательно, 1 2,x x  базисные неиз-

вестные, 3 4,x x  свободные. По последней матрице составим систему: 
 

3 41

32 4

8 5 1,

13 5 3;

x xx

xx x

  
    
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Откуда  

3 1

4 2

1 1 2

2 1 2

,

,

1 8 5 ,

3 13 5 .

x c

x c

x c c

x c c


 
    
      

 

Ответ:  1 2 1 2 1 2 1 21 8 5 ; 3 13 5 ; ; , , .c c c c c c c c        
5.2.6 Решить систему линейных однородных уравнений 
 

2 3 0,

4 5 0,

2 3 0.

x y z

x z

x y z

  
  
     

 

Решение 
 
Найдем определитель основной матрицы системы: 
 

1 2 3

4 0 5 24 10 10 24 48.

1 2 3


      

  
 

Так как 0,   то система имеет единственное тривиальное решение 
0.x y z    

Ответ:  0;0;0 . 

5.2.7 Решить систему линейных однородных уравнений 
 

3 2 0,

2 3 0,

3 5 4 0,

17 4 0.

x y z

x y z

x y z

x y z

  
   
   
     

 

Решение 
 
Выполняя элементарные преобразования строк, вычислим ранг основной 

матрицы системы: 
 

 

1 3 2 1 3 2 1 3 2

2 1 3 2 0 7 1 0 7 1
.

3 5 4 3 0 14 2 2 0 0 0

1 17 4 0 14 2 2 0 0 0

I II
A B

I III II III

I IV II IV

     
            
         
              

 
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   2, 3, ,r A n r A n    следовательно, система имеет бесконечное мно-

жество решений.  

2

1 3
7 0

0 7
M     базисный минор, ,x y   базисные неизвестные, z   

свободная.  

По последней матрице запишем систему 
3 2 0,

7 0,

x y z

y z

  
  

 откуда 

,

1
,

7
1

3 2 ;
7

z c

y c

x c c


 

  

         

   

,

1
,

7
11

.
7

z c

y c

x c


 

  

    

 

Ответ: 
11 1

; ; , .
7 7

c c c c    
 


 

 
5.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Исследуйте на совместность системы линейных уравнений и в случае сов-

местности решите их методом Гаусса. 
 

5.3.1 

5 3,

2 4 3 2,

3 3 7.

x y z

x y z

x y z

  
   
    

     

5.3.2 

2 4 1,

2 5 1,

2.

x y z

x y z

x y z

  
    
    

  

5.3.3 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1,

2 3 2 3 2,

2 3 2 11 4.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

   

5.3.4 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 2 4 2,

7 4 3 5,

5 7 4 6 3.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

5.3.5 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 3 2 3,

2 3 2 3 2,

3 2 3 4 1.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
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5.3.6 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6,

3 5 2 2 4,

9 4 7 2.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

5.3.7 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

3 2 5 3,

2 3 5 3,

2 4 3,

4 9 22.

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

   
     
    
    

               

5.3.8 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

3 2 2 2 2,

2 3 2 5 3,

9 4 5 1,

3 1.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

   
    
    
    

 

5.3.9 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 1,

2 0,

3 3 3 3 4 2,

4 5 5 5 7 3.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

        

5.3.10 

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 3 4

2 3 4 4,

3,

3 3 1,

7 3 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
    
   
       

 

Исследовать совместность и найти общее решение в зависимости от значе-
ния параметра  . 

 

5.3.11 

31 2 4

31 2 4

31 2 4

31 2 4

25 3 4 3,

34 2 7 1,

8 6 5 9,

77 3 17 .

xx x x

xx x x

xx x x

xx x x

   
    
    
       

5.3.12

31 2 4

31 2 4

31 2 4

31 2 4

1,

1,

1,

1.

xx x x

xx x x

xx x x

xx x x

    
    
    
    

 

5.3.13

31 2 4

31 2 4

31 2 4

31 2 4

32 4 5,

54 2 6 7,

72 3 8 9,

94 10 11.

xx x x

xx x x

xx x x

xx x x

   
    
    
    
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Решить системы линейных однородных уравнений. 
 

5.3.14 
1 2 3

2 3

1 2 3

5 4 2 0,

3 2 0,

4 3 0.

x x x

x x

x x x

  
  
   

                       

5.3.15 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 6 0,

4 3 7 0,

2 0.

x x x

x x x

x x x

  
   
     

5.3.16 

2 3 0,

4 5 6 0,

7 8 9 0.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

                            

5.3.17 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 0,

3 2 0,

3 2 3 3 0.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

5.3.18 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0,

3 5 6 4 0,

4 5 2 3 0,

3 8 24 19 0.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

         

5.3.19 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 6 4 2 0,

2 4 5 3 0,

4 8 17 11 0.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

 
5.4 Домашнее задание 
 
Исследуйте на совместность системы линейных уравнений и в случае сов-

местности решите их методом Гаусса. 
 

5.4.1 1 2 3

1 2 3

6 3 4 3,

3 2 5.

x x x

x x x

  
   

                  

5.4.2 

3 8,

2 3 2 2,

2 2.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 

5.4.3 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 11 5 2,

5 2 1,

2 3 2 3,

3 4 3.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     
     
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5.4.4 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6,

3 5 2 2 4,

9 4 7 3.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

5.4.5 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1,

2 1,

2 5 5.

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
    

            

5.4.6 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 2,

6 3 2 4 5 3,

6 3 4 8 13 9,

4 2 2 4.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

 

 

5.4.7 Исследовать совместность и найти общее решение в зависимости от 
значения параметра  . 

 

 
 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1,

1 1,

1 1.

x x x

x x x

x x x

    
     
       

 

Решить системы линейных однородных уравнений. 
 

5.4.8 1 2 3

1 2 3

2 0,

9 2 3 0.

x x x

x x x

  
   

                  

5.4.9 

2 0,

2 3 2 0,

3 0.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 

5.4.10 

2 3 0,

2 3 0,

3 5 2 0.

x y z

x y z

x y z

  
   
   

                     

5.4.11 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0,

2 3 3 2 0,

4 11 13 16 0,

7 2 3 0.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

 
Ответы к заданиям 
 
5.3.1  4;1; 2 .    

5.3.2  2 1; 1; ,c c c c   . 
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5.3.3 
2 5 3

; ; ; ,
3 14 7

c c c   
 

 . 

5.3.4 Система не совместна.  

5.3.5 
4 1 11 16

2 2 ; ; ; ,
5 5 5 5

c c c c c     
 

 .  

5.3.6 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 9 10 5 1
; ; ; , ,

11 11 11 11 11 11
c c c c c c c c       

 
 . 

5.3.7  1;3; 2;2 .    

5.3.8 1 2 1 2 1 2 1 2

2 4 2 11
;1 ; ; , ,

5 5 5 5
c c c c c c c c      

 
 .  

5.3.9 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 1 3 3 5
; ; ; ; , , ,

3 3

c c c c
c c c c c c

      
 

�. 

5.3.10  8; 3 ; 6 2 ; ,c c c c    . 

5.3.11 Если 0,   то система не совместна; если 0,   то 

1 2 1 2 1 2 1 2

3 5 13 7 7 19
; ; ; , ,

2 2 2 2 2 2
c c c c c c c c        

 
 . 

5.3.12 Если   1 3 0,      то 
1 1 1 1

; ; ;
3 3 3 3

 
         

; если 3,    то 

система не совместна; если 1,   то  1 2 3 1 2 3 1 2 31 ; ; ; , , ,c c c c c c c c c    . 

5.3.13 Если 8,   то  1 1 2 2 2 1 2; 4 2 2 ; 3 2 ; , ,c c c c c c c    ; если 8,   то 

 0; 4 2 ; 3 2 ; ,c c c c   .  

5.3.14 (0; 0; 0). 
5.3.15  ; ; ,c c c c . 

5.3.16  ; 2 ; ,c c c c  .  

5.3.17 1 2 1 2 1 2

3
; ; ; , ,

2
c c c c c c   

 
 . 

5.3.18  1 2 1 2 1 2 1 28 7 ; 6 5 ; ; , ,c c c c c c c c    . 

5.3.19 1 2 1 2 1 2 1 2

5 7
; ; 5 ; 7 ,

2 2
c c c c c c c c     
 

 . 

5.4.1 
6 2 7

; ; ,
5 3 5

c c c    
 

 .  

5.4.2 (1; 2; 3).  
5.4.3  2;0;1; 1  . 

5.4.4 Система не совместна. 
5.4.5  ;0; ;1 ,c c c  . 

5.4.6  1 1 2 2 2 1, 2;1 2 ;9 4 ; 3; ,c c c c c c c     . 
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5.4.7 Если  3 0,     то 
1 1 1

; ;
3 3 3

 
       

; если 3,    то система не 

совместна; если 0,   то  1 2 1 2 1 21 ; ; , ,c c c c c c   .  

5.4.8  ;3 ;5 ,c c c c . 

5.4.9 (0; 0; 0).  
5.4.10  11 ;7 ; ,c c c c . 

5.4.11 1 2 1 2
1 2 1 2

3 13 19 20
; ; ; , ,

17 17

c c c c
c c c c

    
 

 . 

 
 

Список литературы 
 
1 Жевняк, Р. М. Высшая математика: в 5 ч. / Р. М. Жевняк, А. А. Кар-

пук. – Минск: Вышэйшая школа, 1986. – Ч. 1. 
2 Гусак, А. А. Высшая математика: в 2 т. / А. А. Гусак. – Минск: Тетра-

Системс, 1998. – Т. 1. 
3 Руководство к решению задач по высшей математике: учебное пособие 

для вузов: в 2 ч. / Под ред. Е. И. Гурского. – Минск: Вышэйшая школа,  
1989. – Ч. 1.  

4 Данко, П. Е. Высшая математика в упражнениях и задачах: в 2 ч. / П. Е. 
Данко, А. Г. Попов, Т. Я. Кожевникова. – Минск: Вышэйшая школа,  
1986. – Ч. 1. 

5 Сборник задач по курсу высшей математики: учебное пособие для вузов / 
Под ред. Г. И. Кручковича. – Москва: Высшая школа, 1973.  


