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1 Линейное преобразование. Матрица линейного 
преобразования. Собственные числа и собственные векторы 
линейного преобразования 

 
1.1 Теоретическая часть 
 
1.1.1 Линейные преобразования (операторы). 
Определение. Преобразованием (или оператором) A  в линейном 

пространстве kE  называется отображение kE  в себя, т. е. : k kE E A , при 
котором каждому элементу (вектору) kx E


 ставится в соответствие эле-

мент (вектор) ky E


:  

 y x A
 

. (1) 
Вектор y


 называется образом вектора x


, а x


 – прообразом вектора 

y


 при отображении A . 
Например, любая действительнозначная функция действительного 

аргумента  
 : , ( )f f x y    

является оператором в одномерном пространстве 1E   . 

Определение. Преобразование (оператор) A  в линейном простран-
стве kE  называется линейным, если оно сумму векторов из kE  переводит в 
сумму образов слагаемых, а произведение вектора на число переводит в 
произведение этого числа на образ данного вектора: 

 * * *( )x y x y  A A A
   

, , kx y E
 

; (2) 

    * *x x A A
 

, , .kx E  
  (3) 

 
1.1.2 Матрица линейного преобразования. 
Пусть  

 1 2 3, , , , ke e e e
     (4) 

есть некоторый фиксированный базис линейного k -мерного пространства 

kE . Тогда имеет место теорема. 

Теорема 1. Каждому линейному преобразованию A  пространства 

kE  соответствует определённая матрица A  типа k k  такая, что её столб-
цы состоят из координат векторов  

 1 2 3, , , , ke e e e   A A A A
    , (5) 

причём для любого вектора ka E


 матрица-столбец X  из координат этого 
вектора в базисе (4) связана с матрицей-столбцом Y  из координат вектора 
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*aA


 в том же базисе (4) соотношением  

  Y A X . (6) 

Итак, имеем 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




   


;     

*
1 11 1 21 2 1

*
2 12 1 22 2 2

*
1 1 2 2

;

;

.

k k

k k

k k k kk k

e a e a e a e

e a e a e a e

e a e a e a e

    


   


    

A

A

A

   
   


   

 (7) 

 
1.1.3 Матрица перехода от одного базиса к другому. Связь между 

координатами вектора в различных базисах. 
Пусть заданы два базиса линейного пространства kE : 

 1 2 3, , , , ke e e e
    , (8) 

 1 2 3, , , , kv v v v
    . (9) 

Каждый вектор iv


 ( 1,i k ) базиса (9) однозначно разлагается по базису (8): 

 1 1 2 2i i i ki kv t e t e t e   
    , 1,i k . (10) 

Составим матрицу T , располагая по столбцам координаты соответ-
ствующих векторов iv


 ( 1,i k ) в базисе (10): 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

t t t

t t t

t t t

 
 
 
 
 
 

T




   


. (11) 

Матрица T  невырожденная и называется матрицей перехода от ба-
зиса (8) к базису (9). Имеем 

   1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,k kv v v v e e e e T
         ; 

    1
1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,k ke e e e v v v v  T
         . 

Если X  – столбец координат вектора a


 в базисе (8), а X  – столбец 
координат вектора a


 в базисе (9), то 

  X T X , 1  X T X . (12) 

Формулы (12) выражают правило преобразования координат вектора 
при замене базиса. 

Укажем связь между матрицами линейного преобразования *A  в 
различных базисах. 
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Теорема 2. Пусть A  – матрица линейного преобразования *A  в ба-
зисе (8), B  – матрица того же преобразования в базисе (9). Тогда 

 1  B T A T , (13) 

где T  – матрица (11) перехода от базиса (8) к базису (9). 
 
1.1.4 Собственные числа и собственные векторы линейного 

оператора (матрицы). 
Определение. Собственным вектором линейного оператора *A , 

действующего в линейном пространстве kE , называется ненулевой вектор 

kx E


 такой, что  

 *x xA
 

, (14) 

где    – действительное число. Число   называется собствен-
ным значением оператора *A , соответствующим собственному вектору x


. 

Пусть в пространстве kE  выбран базис  1 2, , , ke e e
   . Тогда оператор 

*A  имеет определённую матрицу A  в данном базисе согласно (7), поэтому 
соотношение (14) можно записать в матричной форме 

  A X X ,   0 A E X , (15) 

где X  – столбец из координат вектора x


 в данном базисе; 
E  – единичная матрица типа k k .  

Матричное равенство (15) эквивалентно системе уравнений 

 

 
 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0;

0;

0,

k k

k k

k k kk k

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

     


    


     














 (16) 

где 1 2, , , kx x x  – координаты вектора x


 в данном базисе.  
Рассмотрим ненулевые решения однородной системы уравнений (16). 

Известно, что система (16) имеет ненулевое решение тогда, и только тогда, 
когда её определитель равен нулю, т. е. 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a
















   


. (17) 

Уравнение (17) является уравнением k -й степени относительно  , а 
действительные решения этого уравнения будут собственными значениями 
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оператора *A  и его матрицы A . Пусть найдено собственное значение 

i  . Подставляя это значение в систему (16) и решая её, можно найти 
координаты соответствующего вектора  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, , ,i i i i

kx x x x
  . 

 
1.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Проверить линейность следующего оператора в про-

странстве 1E   : y kx , constk  . 

Решение 
Пусть 1 2,x x   и   . Тогда  

   1 2 1 2 1 2 1 2x x k x x kx kx x x        A A A ; 

       1 1 1 1x k x kx x      A A . 

Условия (2) и (3) выполняются, поэтому данная функция является 
линейным оператором в 1E . 

 
Пример 2 – Установить, является ли данное преобразование про-

странства 3  линейным. Если ответ положителен, найти матрицу линейно-
го преобразования в стандартном базисе. 

 *
2 3 1 3 1 2 3;2 ;3x x x x x x x x    A


 для любого вектора  1 2 3; ;x x x x


. 

Решение 
Пусть векторы     3

1 2 3 1 2 3; ; , ; ;x x x x y y y y  
    и   . Координа-

ты суммы векторов  1 1 2 2 3 3; ;x y x y x y x y    
 

. Тогда 

 x y  A
 

 

              2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 3 3; 2 ; 3x y x y x y x y x y x y x y              

            2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 3 1 2 3; 2 2 ; 3 3x x y y x x y y x x x y y y              

   2 3 1 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3; 2 ; 3 ; 2 ; 3x x x x x x x y y y y y y y x y            A A
 

; 

   2 3 1 3 1 2 3; 2 x ;3x x x x x x x             A


 

   2 3 1 3 1 2 3 1;2 x ;3x x x x x x x        A . 

Условия (2) и (3) выполняются, следовательно, данное преобразова-
ние является линейным. 
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Матрицу линейного преобразования получим, записав построчно 
коэффициенты при 1x , 2x , 3x  из соответствующих координат образа *xA


: 

0 1 1

2 0 1

3 1 1

 
   

  

A . 

 
Пример 3 – Пусть в двумерном пространстве 2E  задано преобразо-

вание A  следующим образом: 

  x x a  A
  

, 

где a


 – фиксированный ненулевой вектор. 
Установить, является ли A  линейным преобразованием в 2E . 

Решение 
Заметим, что A  является параллельным переносом на вектор a


. 

Пусть 2,x y E
 

. Тогда  

      x y x y a x a y a x y           A A A
          

. 

Значит, параллельный перенос A  не является линейным оператором. 
 
Пример 4 – Пусть в обычном трёхмерном пространстве 3E  задан 

стандартный ортонормированный базис  , ,i j k
 

. Найти в данном базисе 

матрицу линейного преобразования *A , где *A  – поворот пространства во-
круг оси Oy  на угол 2  против часовой стрелки. Найти координаты обра-
за точки (1; 2; 4)M  при данном преобразовании. 

Решение 
Найдём координаты векторов *iA


, * jA


, *kA


 (рисунок 1). Отметим, 

что поворот *A  совершается против часовой стрелки, если смотреть с кон-
ца вектора j


. 

Имеем 

 * 0 0 1i k i j k        A
   

; 
* 0 1 0j j i j k      A

   
; 

* 1 0 0k i i j k      A
   

, 
поэтому  y

x

z  

i


 

j


 
k


 

0 

Рисунок 1 
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0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
   
  

A . 

Пусть теперь M   – образ точки M  при преобразовании *A . Тогда 
координаты M   совпадают с координатами вектора OM 


, координаты точ-

ки M  совпадают с координатами вектора OM


, поэтому по формуле (6) 
получаем 

10 0 1 4

0 1 0 2 2

1 0 0 14

x

y

z

       
               

              

, т. е.  4; 2; 1M   . 

Замечание – Проверка линейности преобразования *A  опущена. 
 
Пример 5 – Выберем на плоскости 2E  декартову прямоугольную си-

стему координат  , ,O i j
 

 и рассмотрим линейное преобразование *A  про-

странства 2E , заключающееся в повороте относительно точки O  на угол   
против часовой стрелки. Найти матрицу этого преобразования. 

Решение 
Имеем (рисунок 2) 

* cos sini i j    A
  

; 

* cos sin
2 2

sin cos .

j i j

i j

  

 

            
   

    

A
  

 
 

Отсюда получаем матрицу 
cos sin

sin cos

 
 

 
  
 

A . 

Пример 6 – Пусть матрица 

 

2 0 1

1 1 1

3 5 0

 
   
  

A  

есть матрица линейного оператора *A  в некотором базисе  1 2 3, ,e e e
  

 трёх-

мерного пространства 3E . Найти матрицу B  этого преобразования в базисе 

 1 2 3, ,e e e    
, где  

 1 1 2e e e  
  

, 2 1 2 3e e e e   
   

, 3 2e e  
 

. 

y  
x

x

y  

i


* jA


 
j


 *iA


O  

Рисунок 2 
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Решение 
Находим матрицу T  перехода от базиса  1 2 3, ,e e e

  
 к базису  1 2 3, ,e e e    

: 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

1 1 0 ;

1 1 1 ;

0 1 0 ;

e e e e

e e e e

e e e e

      
      
      

   
   
   

      

1 1 0

1 1 1

0 1 0

 
   
  

T . 

Вычисляем обратную матрицу 1T : 

 1

1 0 1

0 0 1

1 1 0



 
   

  

T . 

Находим по формуле (13) матрицу B  преобразования *A  в базисе 
 1 2 3, ,e e e    

: 

1

1 0 1 2 0 1 1 1 0 10 9 5

0 0 1 1 1 1 1 1 1 8 8 5

1 1 0 3 5 0 0 1 0 4 4 1



          
                      

                

B T A T . 

Пример 7 – Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы 

2 2 1

1 3 0

2 4 1

 
    
  

A . 

Решение 
Составляем уравнение вида (17): 

2 2 1

1 3 0 0

2 4 1






 
   

 
,    т. е. 3 22 2 0      . 

Тогда    2 2 2 0      ,   22 1 0    ,    2 1 1 0      , 

откуда 1 2   , 2 1   , 3 1  . Итак, найдены собственные значения мат-
рицы A . Находим соответствующие собственные векторы: 

1 2   : 
1 2 3

1 2

1 2 3

4 2 0;

0;

2 4 0.

x x x

x x

x x x

  
  
   

   1 2 3

2 1

4 2 ;

.

x x x

x x

 
  

   3 12x x ;  

2 1x x      (1)
1 1 1; ;2

T
x x x x 


, 1 0x  . 
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Обозначим 1x c , тогда  (1) ; ;2
T

x c c c 


, c , 0c  . В частности, 

при 1c   получим  (1) 1; 1;2
T

x  


. 

2 1   : 
1 2 3

1 2

1 2

3 2 0;

2 0;

2 4 0.

x x x

x x

x x

  
  
  

   1 2 3

1 2

3 2 ;

2 0.

x x x

x x

 
  

   1 3

1

2
x x ;  

2 3

1

4
x x     (2)

3 3 3

1 1
; ;

2 4

T

x x x x   
 


, 3 0x   или (2) 1 1

; ;
2 4

T

x c c c   
 


, 0c  . 

В частности, при 1c   получаем (2) 1 1
; ;1

2 4

T

x    
 


. 

3 1  : 
1 2 3

1 2

1 2 3

2 0;

4 0;

2 4 2 0.

x x x

x x

x x x

  
  
   

   1 2 3

1 2

2 ;

4 0.

x x x

x x

 
  

   1 32x x ; 

2 3

1

2
x x     (3)

3 3 3

1
2 ; ;

2

T

x x x x   
 


, 3 0x   или (3) 1

2 ; ;
2

T

x c c c   
 


, 0c  . 

При 1c   получаем (3) 1
2; ;1

2

T

x    
 


. 

Замечание – Если   есть корень кратности t  уравнения (17), то ранг 
системы (16) равен k t , а размерность пространства решений этой систе-
мы равна  k k t t   . Таким образом, корень   кратности t  порождает t  

линейно независимых собственных векторов, за которые обычно прини-
мают фундаментальную систему решений системы (16). 

 
1.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1.3.1 Ниже определены преобразования линейного пространства 3E . 

Выяснить, являются ли они линейными. Если ответ положителен, найти 
матрицы линейных преобразований в стандартном базисе: 

1)  *
1 3 3 1 22 ; ;x x x x x x  A


 для любого вектора  1 2 3; ;x x x x


; 

2)  *
1 2 2 3 1 3; ;x x x x x x xA


 для любого вектора  1 2 3; ;x x x x


; 

3)  *
1 2 3 3 1 2 3; ; 4x x x x x x x x    A

  для любого вектора  1 2 3; ;x x x x


; 

4)  * ,x x a aA
   

, где a


 – фиксированный вектор, x


 – произвольный 

вектор,  ,x a
 

 – скалярное произведение. 
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а) 3 4 5a i j k  
 

; б) a i j k  
 

; в) 7 6 2a i j k  
 

. 

Ответы: 1) является, 

2 0 1

0 0 1

1 1 0

 
   

  

A ; 2) не является; 3) является, 

1 1 1

1 0 1

0 1 4

 
   

  

A ; 4)  является, a) 

9 12 15

12 16 20

15 20 25

 
   
  

A , б) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
   
   

A , 

в) 

49 42 14

42 36 12

14 12 4

 
    

  

A . 

1.3.2 Дана матрица A  некоторого линейного преобразования в бази-
се  1 2,e e

 
. Найти матрицу этого преобразования в базисе  1 2,e e  

. 

 
3 1

2 1

 
   

A ;       1 2

2 1 2

,

.

e e

e e e

 
   

 
    

Ответ: 
2 3

1 2

 
  

. 

1.3.3 Дана матрица A  некоторого линейного преобразования в бази-
се  1 2 3, ,e e e

  
. Найти матрицу этого преобразования в базисе  1 2 3, ,e e e    

. 

 

0 2 1

3 1 0

2 1 1

 
   
  

A ;         
1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

3 2 ;

2 2 ;

2 5 .

e e e e

e e e e

e e e e

   
    
     

   
   
   

 

Ответ: 

85 59 18

121 84 25

13 9 3

  
  
   

. 

1.3.4 Найти собственные значения и собственные векторы следую-
щих матриц: 

1) 
2 4

1 3

 
   

;  2) 

1 2 2

1 0 3

1 3 0

 
 
 
  

;    3) 

1 1 8

0 2 0

1 0 1

 
 
 
  

;     4) 

1 0 1 0

0 2 0 3

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

. 
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Ответы: 1) 1 1  , 2 2   ,  (1) 4 ;
T

x c c 


,  (2) ;
T

x c c 


, 0c  ; 

2) 1 1  , 2 3  , 3 3   ,  (1) 2 ; ;
T

x c c c 


,  (2) 0; ;
T

x c c


, 

(3) 6 7
c; ;

5 5

T

x c c   
 


, 0c  ; 

3) 1 3  , 2 3   , 3 2  ,  (1) 4 ;0;
T

x c c


,  (2) 2c;0;
T

x c 


, 

 (3) 3 ; 5 ;
T

x c c c 


, 0c  ; 

4) 1 1  , 2 2  , 3 4 0   ,  (1) ;0;0;0
T

x c


,  (2) 0;c;0;0
T

x 


, 

 (3),(4) ;0; ;0
T

x c c 


, 0c  . 

 
1.4 Домашнее задание 
 
Рекомендуемая литература [1, гл. 6, § 1; гл. 7, § 1]; [2, гл. 3, § 3.1–

3.11]; [3, гл. 1, § 1.6–1.10, 1.16]. 
 

1.4.1 Ниже определены преобразования линейного пространства 3E . 
Выяснить, являются ли они линейными. Если ответ положителен, найти 
матрицы этих линейных преобразований в стандартном базисе: 

1)  *
1 2 2 3 3 1; ;x a a a a a a   A


 для любого вектора  1 2 3; ;x a a a


; 

2)  *x x a A
  

, где x


 – произвольный вектор, a


 – фиксированный 

вектор:  
а) 3a i j k  

 
; 

б) a i j k  
 

; 

в) 2a i j k   
 

. 

Ответы: 1) является, 

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 
   
  

A ; 2) является,  

а) 

0 1 3

1 0 1

3 1 0

 
   
   

A , б) 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
   
   

A , в) 

0 2 1

2 0 1

1 1 0

  
   
  

A . 

1.4.2 Дана матрица A  некоторого k -мерного линейного пространст-
ва kE  в базисе  1 2, , ke e e

   . Найти матрицу этого преобразования в базисе 

 1 2, , ke e e     : 
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1) 

5 6 0

4 3 2

1 0 7

 
   
  

A ;     
1 2

2 3

3 1

;

;

.

e e

e e

e e

 
  
  

 
 
 

 

2) 

2 0 1 0

3 2 0 1

0 1 1 2

1 0 0 3

 
  
 
 
 

A ;    

1 1

2 1 2

3 1 2 3

4 1 2 3 4

;

;

;

.

e e

e e e

e e e e

e e e e e

 
   
    
     

 
  
   
    

 

Ответы: 1) 

3 2 4

0 7 1

6 0 5

 
 
 
  

, 2) 

5 3 4 3

3 2 1 2

1 0 1 2

1 1 1 4

 
     
   
 
 

. 

1.4.3 Найти собственные значения и собственные векторы следую-
щих матриц: 

1) 
3 4

2 1

 
  

;   2) 

1 0 2

1 3 0

0 0 0

 
 
 
  

;   3) 

2 0 6

1 3 2

1 0 1

 
  
  

;   4) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

  
  
  

. 

Ответы: 1) 1 5  , 2 1   ,  (1) 2 ;
T

x c c 


,  (2) ;
T

x c c


, 0c  ; 

2) 1 3  , 2 1  , 3 0  ,  (1) 0; ;0
T

x c


,  (2) 2c; ;0
T

x c 


, 

(3) 2
2c; ;

3

T

x c c   
 


, 0c  ; 

3) 1 3  , 2 4  , 3 1   ,  (1) 0; ;0
T

x c


,  (2) 3 ; 5 ;
T

x c c c  


, 

 (3) 2c;0;
T

x c


, 0c  ; 

4) 1 2  , 2 3 3   ,  (1) ; ;
T

x c c c


,  (2),(3) c; ;0
T

x c


, 0c  . 
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2 Квадратичные формы 
 
2.1 Теоретическая часть 
 
2.1.1 Преобразование матрицы линейного оператора. 
Пусть заданы два различных базиса пространства kE  

 1 2 3, , , , ke e e e
    , (18) 

 1 2 3, , , , ke e e e        (19) 

и *A  – линейное преобразование пространства kE . Обозначим через A  

матрицу преобразования *A  в базисе (18), через B  – матрицу этого преоб-
разования в базисе (19), через T  – матрицу перехода от базиса (18) к бази-
су (19). 

Тогда  

 1  B T A T . (20) 
С помощью подходящего выбора базиса можно упростить матрицу линей-
ного преобразования *A . В частности, имеет место теорема. 

Теорема 1. Для того чтобы матрица A  линейного преобразования 
*A  линейного пространства kE  была диагональной в некотором базисе, 

необходимо и достаточно, чтобы этот базис состоял из собственных векто-
ров матрицы A . Более того, тогда диагональные элементы матрицы A  бу-
дут собственными значениями этой матрицы. 

Теорема не утверждает, что для всякого линейного преобразования 
существует базис, в котором матрица преобразования будет диагональ-
ной. Только отдельные матрицы (преобразования) обладают этим свой-
ством, и среди них отметим симметрические матрицы. Из теоремы выте-
кает следующий алгоритм. 

 
Процедура диагонализации матрицы: 
1) находим собственные значения и собственные векторы матрицы A ; 
2) строим матрицу T  перехода от исходного базиса к базису из соб-

ственных векторов матрицы A ; 
3) вычисляем матрицу 1  B T A T , которая должна быть диаго-

нальной. 
 
2.1.2 Квадратичная форма и её матрица. 
Определение. Квадратичной формой от k  переменных 1 2, , , kx x x  

называется выражение вида 

  1 2
1 1 , 1

, ,
k k k

k ij i j ij i j
i j i j

x x x a x x a x x
  

 
   

 
   , (21) 



 16

т. е.  

 

 1 2 11 1 1 12 1 2 1 1

21 2 1 22 2 2 2 2 1 1

2 2

, ,

,

k k k

k k k k

k k kk k k

x x x a x x a x x a x x

a x x a x x a x x a x x

a x x a x x

     

      
  

 
 


 

причём ij jia a , , 1,i j k  . 

Симметрическая матрица  

 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




   


 (22) 

называется матрицей квадратичной формы (21) в системе координат 

 1 2; ; ; ; kO x x x . Если обозначить  1 2, , ,
T

kx x x x
  , то квадратичную 

форму (21) можно записать в векторно-матричном виде: 

  1 2
, 1

, ,
k

T
k ij i j

i j

x x x a x x x x


     A
  . (23) 

 
2.1.3 Канонический вид квадратичной формы. 
Определение. Говорят, что квадратичная форма (21) имеет канониче-

ский вид, если 0ija   для i j  ,  , 1,i j k , т. е.  

   2 2 2
1 2 11 1 22 2, , k kk kx x x a x a x a x      . 

Очевидно, что матрица квадратичной формы, находящейся в кано-
ническом виде, является диагональной: 

 

11

22

0 0

0 0

0 0 kk

a

a

a

 
 
 
 
 
 

A




   


. 

Имеет место следующий основной результат. 

Теорема 2. Любая квадратичная форма  1 2, , , kx x x   в простран-

стве kE  имеет канонический вид в базисе из собственных векторов матри-
цы A  этой квадратичной формы: 

   2 2 2
1 2 1 1 2 2, , , k k ky y y y y y        , (24) 

где 1 2, , , k    – собственные значения матрицы A ;  
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1 2, , , ky y y  – координаты вектора  1 2, , ,
T

kx x x x
   в базисе из 

собственных векторов матрицы A . 

 
2.1.4 Положительно и отрицательно определённые квадратичные 

формы. 
Определение. Квадратичная форма  1 2, , , kx x x   называется по-

ложительно определённой, если  1 2, , , 0kx x x   для любого 

 1 2, , ,
T

kx x x x
  , 0x 


. Если же  1 2, , , 0kx x x   для любого 0x 


, то 

квадратичная форма  1 2, , , kx x x   называется отрицательно определён-

ной. 
Существуют и знаконеопределённые квадратичные формы, напри-

мер,   2 2
1 2 1 1 2 2,x x x x x x    . Поведение квадратичных форм с точки зре-

ния постоянств знака можно выяснить с помощью канонического вида 
данной квадратичной формы. Однако построение канонического вида 
квадратичной формы может быть весьма сложным при большом числе пе-
ременных ( 3k  ). Поэтому желательно иметь и другой критерий, не свя-
занный с построением канонического вида. 

Пусть  1 2, , , kx x x   – квадратичная форма, A  – её матрица: 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




   


. 

Обозначим  

1 11a  ,    11 12
2

21 22

a a

a a
  ,  

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

  , …,  k  A  

и назовём 1 2, , , k    главными минорами матрицы A . 

Критерий Сильвестра. Для того чтобы квадратичная форма 
 1 2, , , kx x x   была положительно определённой, необходимо и доста-

точно, чтобы главные миноры матрицы A  были положительными, т. е. 

1 0  , 2 0  , 3 0  ,…, 0k  . Для того чтобы форма  1 2, , , kx x x   

была отрицательно определённой, необходимо и достаточно, чтобы глав-
ные миноры нечётного порядка были отрицательными, а чётного порядка – 
положительными, т. е. 1 0  , 2 0  , 3 0  ,…, ( 1) 0k

k   . 
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2.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Привести к диагональному виду матрицу  

2 2 1

1 3 0

2 4 1

 
    
  

A . 

Решение 
Собственные значения этой матрицы равны 1 2   , 2 1   , 3 1  , а 

соответствующие им собственные векторы равны (см. п. 1.2, пример 7): 

(1)

1

1

2

x

 
   
  


;     (2)

1

2
1

4
1

x

 
 
 

  
 
 
 


;     (3)

2

1

2
1

x

 
 
  
 
  


. 

Следовательно, матрица T  перехода от исходного базиса к базису 

 (1) (2) (3), ,x x x
  

 имеет вид: 

1
1 2

2
1 1

1
4 2

2 1 1

 
 
 

    
 
 
 

T ,   откуда     1

1 1
2

3 3
0 4 2

2 1
0

3 3



    
 

  
 

 
 

T . 

Вычисляем матрицу 1  T A T : 

1

1 1 1
2 1 22 2 1 2 0 03 3 2

0 4 2 1 3 0 0 1 01 1
1

4 22 1 2 4 1 0 0 1
0

2 1 13 3



            
                                  

  

T A T . 

 

Пример 2 – Привести к диагональному виду матрицу 
2 1

3 4

 
  
 

A . 

Решение 

2 1
0

3 4




 



;      2 4 3 0     ;    2 6 11 0    ;  

2 4 36 44 8 0D b ac       , следовательно, уравнение не имеет 
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действительных корней. Значит, матрица A  не имеет действительных соб-
ственных значений и не может быть приведена к диагональному виду. 

 
Пример 3 – Найти матрицу квадратичной формы  

  2 2 2
1 2 3 1 1 2 1 3 2 3, , 4 2 3x x x x x x x x x x       

и записать  1 2 3, ,x x x  в векторно-матричном виде. 

Решение 
Имеем  

1
4 1

2
1 1 0

1
0 3

2

  
 

  
 

 
 

A ;    
1

2

2

x

x x

x

 
   
  


;     1 2 3, ,Tx x x x


;   
1 2 3

1 2

1 3

1
4

2

1
3

2

x x x

x x x

x x

   
 

   
 

 
 

A
 . 

Произведение строки Tx


 и столбца xA


 даёт  1 2 3, ,x x x : 

  2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 1 3 3, , 4 2 3Tx x x x x x x x x x x x        A

 
. 

 
Пример 4 – Записать квадратичную форму, соответствующую мат-

рице  
1 0 1 0

0 2 0 3

1 0 2 4

0 3 4 5

 
 
 
  
 
 

A . 

Решение 
Пусть  1 2 3 4 4, , ,x x x x x E 


. Тогда 

  2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4 3 4, , , 2 2 5 2 6 8Tx x x x x x x x x x x x x x x x          A

 
. 

 
Пример 5 – Построить канонический вид квадратичной формы  

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 3 4 2 2x x x x x x x x x x x x       . 

Решение 
Матрица данной квадратичной формы имеет вид: 

2 2 1

2 3 1

1 1 1

 
    
  

A . 
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Вычисляем собственные значения матрицы A : 1 1  , 2 2  , 3

1

2
  . 

В соответствии с теоремой 2 канонический вид квадратичной формы:  

  2 2 2
1 2 3 1 2 3

1
, , 2

2
y y y y y y    . 

 
Пример 6 – Построить канонический вид квадратичной формы  

  2 2
1 2 1 1 2 2, 17 12 8x x x x x x    . 

Указать линейное преобразование, приводящее данную квадратич-
ную форму к каноническому виду.  

Решение 
Записываем матрицу данной квадратичной формы:  

17 6

6 8

 
  
 

A . 

Считаем, что матрица A  и квадратичная форма  1 2,x x  заданы в 

базисе  1 2,e e
 

. Решаем характеристическое уравнение 

17 6
0

6 8








. 

Получаем 

  17 8 36 0     , 2 25 100 0       1 5  , 2 20  . 

Находим собственные векторы матрицы A . Для 1 5   имеем 

1 2

1 2

12 6 0;

6 3 0.

u u

u u

 
  

   2 12u u  ;    1(1)

12

u
x

u

 
   


;    1 0u  . 

Нормированный (т. е. единичной длины) собственный вектор равен 

(1) 1 2
;

5 5

T

x
 

  
 


. 

Для 2 20   имеем 

1 2

1 2

3 6 0;

6 12 0.

v v

v v

  
  

   1 22v v ;   2(2)

2

2v
x

v

 
  
 


;   2 0v  . 

Нормированный собственный вектор равен (2) 2 1
;

5 5

T

x
 

  
 


. Со-

ставляем матрицу T  перехода от базиса  1 2,e e
 

 к базису  (1) (2),x x
 

: 
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1 2

5 5
2 1

5 5

 
 
 
   

T . 

Получаем связь между старыми 1x , 2x  и новыми 1y , 2y  координата-
ми вектора x


: 

 
1 1 2

2 1 2

1 2
,

5 5
2 1

.
5 5

x y y

x y y

  

   


 (25) 

Подставляем эти выражения в  1 2,x x : 

 
2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1
, 17 12

5 5 5 5 5 5
y y y y y y y y

    
           

    
 

2

2 2
1 2 1 2

2 1
8 5 20

5 5
y y y y

      
 

. 

Формулы (25) дают искомое линейное преобразование, приводящее 
квадратичную форму 2 2

1 1 2 217 12 8x x x x   к каноническому виду 
2 2

1 25 20y y . 
 
Пример 7 – Определить знакоопределённость квадратичной формы  

  2 2 3
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 2 3 2 2x x x x x x x x x x       . 

Решение 
Применим критерий Сильвестра.  

1 0 1

0 2 1

1 1 3

 
   
  

A ;    1 1 0    ;    2

1 0
2 0

0 2


   


; 

3

1 0 1

0 2 1 6 2 1 3 0

1 1 3


         



. 

Главные миноры первого и третьего порядка отрицательные, минор 
второго порядка положительный. Значит,  1 2 3, ,x x x  является отрица-

тельно определённой квадратичной формой. 
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2.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
2.3.1 Записать матрицу для квадратичной формы: 
1) 2 2 2

1 1 2 2 2 3 32 2 4 5x x x x x x x    ; 

2) 2 2 2 2
1 1 2 1 3 1 4 2 2 3 2 4 3 42 2 2 2 4 2x x x x x x x x x x x x x x        . 

Ответы: 1) 

1 1 0

1 2 2

0 2 5

 
 
 
  

; 2) 

1 1 1 1

1 1 1 2

1 1 1 0

1 2 0 2

  
   
 
    

. 

2.3.2 Записать квадратичную форму по заданной матрице: 

1) 
1 6

6 5

 
  

;         2) 

2 3 0

3 1 4

0 4 5

 
  

  

;        3) 

2 1 5

1 3 6

5 6 0

 
   
  

. 

Ответы: 1) 2 2
1 1 2 212 5x x x x  ; 2) 2 2 2

1 1 2 2 2 3 32 6 8 5x x x x x x x    ;  

3) 2 2
1 1 2 1 3 2 2 32 2 10 3 12x x x x x x x x    . 

2.3.3 Построить канонический вид следующих квадратичных форм и 
указать линейные преобразования, приводящие данные квадратичные 
формы к каноническому виду: 

1)  1 2 1 2, 2x x x x  ; 

2)   2 2
1 2 1 1 2 2, 4 4x x x x x x    ; 

3)   2 2
1 2 1 1 2 2, 13 48 27x x x x x x    ; 

4)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2, , 2 2 5 2x x x x x x x x     ; 

5)   2
1 2 3 4 1 1 2 3 4, , , 2 2x x x x x x x x x    . 

Ответы: 1)   2 2
1 2 1 2, ,y y y y     1 2

1
2

y y
x


 , 1 2

2
2

y y
x

 
 ;  

2)   2
1 2 2, 5 ,y y y   1 2

1
5

y y
x


 , 1 2

2
5

y y
x


 ;  

3)   2 2
1 2 1 2, 5 45 ,y y y y     1 1 20,8 0,6x y y  , 2 1 20,6 0,8x y y  ;  

4)   2 2 2
1 2 3 1 2 3, , 5 ,y y y y y y      2 3

1
2

y y
x

 
 , 2 2

2
2

y y
x


 , 3 1x y ;  
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5)   2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4, , , 0,618 1,618 ,y y y y y y y y       

1 2 40,526 0,851x y y  , 2 2 40,851 0,526x y y   , 1 3
3

2

y y
x

 
 , 1 3

3
2

y y
x


 . 

2.3.4 Определить, какие квадратичные формы являются положитель-
но либо отрицательно определёнными, а какие нет: 

1) 2 2
1 2 1 226 10x x x x  ;  

2) 2 2
1 1 2 22 4x x x x   ;  

3) 2 2
1 2 1 2 1 3 2 315 4 2 6x x x x x x x x    ;  

4) 2 2 2 2
1 2 3 4 2 44 4 8 8x x x x x x    . 

Ответы: 1) положительно определённая; 2) отрицательно опреде-
лённая; 3) знаконеопределённая; 4) положительно определённая. 

 
2.4 Домашнее задание 
 
Рекомендуемая литература: [1, гл. 8, § 2; гл. 6, § 4]; [2, гл. 3, § 3.11–

3.13]; [3, гл. 1, §1.18–1.19]. 
 

2.4.1 Построить канонический вид следующих квадратичных форм и 
указать линейные преобразования, приводящие эти формы к каноническо-
му виду: 

1)   2
1 2 1 1 2, 5 12x x x x x   ; 

2)   2 2
1 2 1 1 2 2, 5 2 3 3x x x x x x    ; 

3)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 2 3 4 4x x x x x x x x x x      ; 

4)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 11 5 2 16 4 20x x x x x x x x x x x x       ; 

5)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 6 3 3 4 4 8x x x x x x x x x x x x       . 

Ответы: 1)   2 2
1 2 1 2, 4 9 ,y y y y     1 1 20,555 0,832x y y  , 

2 1 20,832 0,555x y y   ;  

2)   2 2
1 2 1 2, 6 2 ,y y y y    1 1 2

3 1

2 2
x y y  , 2 1 2

1 3

2 2
x y y  ;  

3)   2 2 2
1 2 3 1 2 3, , 2 5 ,y y y y y y     1 1 2 3

2 1 2

3 3 3
x y y y   , 

2 1 2 3

2 2 1

3 3 3
x y y y   , 3 1 2 3

1 2 2

3 3 3
x y y y   ;  

4)   2 2 2
1 2 3 1 2 3, , 9 18 9 ,y y y y y y     1 1 2 3

2 2 1

3 3 3
x y y y   , 

2 1 2 3

1 2 2

3 3 3
x y y y


   , 3 1 2 3

2 1 2

3 3 3
x y y y   ;  
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5)   2 2 2
1 2 3 1 2 3, , 2 7 7 ,y y y y y y      1 1 2 3

1 2 2

3 5 45
x y y y   , 

2 1 3

2 5

3 45
x y y


  , 3 1 2 3

2 1 4

3 5 45
x y y y


   . 

 
 
3 Применение квадратичных форм к исследованию 

кривых и поверхностей второго порядка 
 
3.1 Теоретическая часть 
 
3.1.1 Канонические уравнения кривых 2-го порядка. 
Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная система коор-

динат  , ,O i j
 

. Алгебраическое уравнение 2-й степени относительно ,x y  

имеет следующий вид: 

 2 2
11 12 22 13 23 332 0a x a xy a y a x a y a      , (26) 

где 2 2 2
11 12 22 0a a a   .  

Укажем кривые, которые могут быть заданы уравнениями вида (26). 
Эллипс (рисунок 3), его каноническое уравнение 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . (27) 

 
 

Гипербола (рисунок 4), её каноническое уравнение  

 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . (28) 

Рисунок 3
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Парабола (рисунок 5), её каноническое уравнение 

 2 2y px , 0p  . (29) 

 

 
 

Кроме того, уравнение (26) может задавать и другие фигуры на 
плоскости, а именно:  

– уравнение 
2 2

2 2
0

x y

a b
   определяет на плоскости две пересекающи-

еся прямые; 
– уравнение 2 2y a  (или 2 2x a ) определяет пару параллельных 

прямых при 0a  ; 
– уравнение 2 0y   ( 2 0x  ) определяет прямую; 

– уравнение 
2 2

2 2
0

x y

a b
   определяет точку  0,0O . 

Возможно также, что уравнение (26) не задаёт на плоскости никакую 
прямую. 

Рисунок 5

Рисунок 4
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3.1.2 Приведение общего уравнения кривых 2-го порядка к 
каноническому виду. 

Записываем квадратичную форму 2
2212

2
11

2 yaxyaxa  , соответст-

вующую уравнению (26). Выписываем матрицу этой квадратичной формы: 

11 12

21 22

  

  

a a

a a

 
  
 

A . 

В соответствии с пунктом 1.1.4 находим собственные значения 1  и 

2  этой матрицы и её собственные векторы 1i


, 1j


, причём 1i


 и 1j


 выбираем 
единичными и ортогональными. Пусть 

 1 1 1

1 2 2

,

.

i i j

j i j

 

 

  


 

  
    

Тогда для координат ,x y  и 1 1,x y  в системе координат  , ,O i j
 

 и 

 1 1, ,O i j
 

 соответственно имеем 

 1 1 2 1

1 1 2 1

,

.

x x y

y x y

 
 

 
  

 (30) 

Найденные выражения (30) подставляем в уравнение (26) и получаем  

 033123113
2
1

2
2

2
1

2
1  ayaxayx  . (31) 

В уравнении (31) выделяем полные квадраты для 1x  и 1y , затем дела-
ем ещё одну замену переменных: 

 byyaxx
~

,~
1212
  

и получаем каноническое уравнение. Определяем вид кривой (или другой 
фигуры) и строим её в данной системе координат  , ,O i j

 
. 

Замечание – Вид кривой можно также определить, проанализировав 
произведение 

21
  . Если 0

21
  , то рассматриваемая кривая соответ-

ствует эллиптическому типу, при 0
21
   имеем кривую гиперболиче-

ского типа. Случай 0
21
   (причём 0,0

21
   или 0,0

21
  ) со-

ответствует кривой параболического типа. 
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3.1.3 Канонические уравнения поверхностей 2-го порядка. 
Пусть в пространстве 3E  задана декартова прямоугольная система 

координат  , , ,O i j k
 

. Алгебраическое уравнение 2-го порядка относитель-

но переменных , ,x y z  имеет следующий вид: 

2 2
11 12 22 13 232 2 2a x a xy a y a xz a yz      

 2
33 14 24 34 44 0a z a x a y a z a      . (32) 

Следующие поверхности могут быть заданы уравнением вида (32): 
Эллипсоид (рисунок 6), его каноническое уравнение 

 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . (33) 

Конус (рисунок 7), его каноническое уравнение 

 
2 2 2

2 2 2
0

x y z

a b c
   . (34) 

Однополостный гиперболоид (рисунок 8), его каноническое уравнение 

 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . (35) 

Двуполостный гиперболоид (рисунок 9), его каноническое уравнение 

 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
    . (36) 

Эллиптический параболоид (рисунок 10), его каноническое уравнение 

 
2 2

2 2
2

x y
z

a b
  . (37) 
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Гиперболический параболоид (рисунок 11), его каноническое урав-

нение 

 
2 2

2 2
2

x y
z

a b
  . (38) 

Цилиндрические поверхности (рисунок 12), их канонические урав-
нения 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , 

2 2

2 2
1

x y

a b
  , 2 2y px . (39) 

 

Рисунок 9 Рисунок 10 

y 

 

z  

Рисунок 6 Рисунок 7 Рисунок 8 

 z 

 

x 

 z 

y 
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Кроме того, уравнение (32) может задавать и другие фигуры в про-
странстве, например, пару параллельных плоскостей, одну плоскость, пару 
пересекающихся плоскостей, точку. Возможно также, что уравнение (32) 
не определяет в пространстве никакой фигуры. 

 
3.1.4 Приведение общего уравнения поверхностей 2-го порядка к 

каноническому виду. 
Уравнение 2-го порядка в пространстве может быть приведено к ка-

ноническому виду таким же образом, как и уравнение 2-го порядка на 
плоскости. Для этого необходимо выполнить действия, перечисленные в 
п. 3.1.2. 

 
3.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Определить вид и построить кривую 2-го порядка, за-

данную уравнением 

Рисунок 12 

 

x 

Рисунок 11 
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 2 6 4 15 0xy x y    . (40) 

Решение 
Квадратичная форма, соответствующая (40), есть  , 2x y xy  . Её 

матрица 
0 1

1 0

 
  
 

A .  

Имеем  
1

0
1








, 2 1 0   , 1 1  , 2 1   . 

Так как 01
21

  , то рассматриваемая кривая имеет гиперболи-

ческий тип. Находим собственные векторы A . 

Для 1 1  : 
0,

0,

x y

x y

  
  

 откуда  1 ;
T

i c c


. Примем 
1

1 1
;

2 2

T

i
   
 


. 

Для 2 1   : 
0,

0,

x y

x y

 
  

 откуда  1 ;
T

j c c 


. Примем 
1

1 1
;

2 2

T

j
   
 


. 

В соответствии с (30) получаем 

 
1 1

1 1

1 1
,

2 2
1 1

.
2 2

x x y

y x y

  

  


 (41) 

Выражения (41) подставляем в (40) и выделяем полные квадраты: 

2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 6 4 15 0

2 2 2 2 2 2
x y x y x y

                    
; 

2 2
1 1 1 1

2 10
15 0

2 2
x y x y     ; 

2 2
1 1 1 1

2 1 10 25 1 25
15 0

2 2 2 22 2
x x y y

              
   

; 

2 2

1 1

1 5
3

2 2
x y

         
   

. 

Обозначаем 2 1

1

2
x x  , 2 1

5

2
y y  .  
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В результате получаем 
2 2

2 2 1
3 3

x y
  . Данное уравнение задаёт гипер-

болу (рисунок 13). 

 
 
Пример 2 – Найти каноническое уравнение поверхности второго по-

рядка, определить её тип: 

 2 2 24 4 8 10 4 4 16 16 8 72 0x y z xy yz zx x y z          . (42) 

Решение 
Квадратичная форма, соответствующая (42),  

  2 2 2, , 4 4 8 10 4 4x y z x y z xy yz zx       . 

Определяем её матрицу: 

4 5 2

5 4 2

2 2 8

 
   
  

A . 

Имеем 

4 5 2

5 4 2 0

2 2 8






 
  

 
;   3 81 0    ; 

  9 9 0      ;   1 9  ;   2 9   ;   3 0  . 

Находим собственные векторы A . 

 

1 

0 x 
-1 

-2 

-1 

y 

1 2 3 4 

x2 

y2 
y1 

Рисунок 13
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Для 1 9  : 

5 5 2 0,

5 5 2 0,

2 2 17 0,

x y z

x y z

x y z

   
   
   

 откуда  1 ; ;0
T

i c c 


.  

Принимаем 1

1 1
; ;0

2 2

T

i
   
 


. 

Для 2 9   : 

13 5 2 0,

5 13 2 0,

2 2 0,

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 откуда  Tcccj 4;;1 


.  

Принимаем 
T

j 





 


23

4
;

23

1
;

23

1
1


. 

Для 3 0  : 

4 5 2 0,

5 4 2 0,

2 2 8 0,

x y z

x y z

x y z

  
   
   

 откуда  Tccck ;2;21 


.  

Принимаем 
T

k 







3

1
;

3

2
;

3

2
1


. 

Получаем 

 

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 2
,

32 3 2
1 1 2

,
32 3 2

4 1
.

33 2

x x y z

y x y z

z y z


  


    



  


 (43) 

Выражения (43) подставляем в (42): 

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 4 1
4 4 8

3 3 32 3 2 2 3 2 3 2
x y z x y z y z

     
              

     
 

1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2
10

3 32 3 2 2 3 2
x y z x y z

          
  

 

1 1 1 1 1

1 1 2 4 1
4

3 32 3 2 3 2
x y z y z
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1 1 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 2 1 1 2
4 16

3 3 33 2 2 3 2 2 3 2
y z x y z x y z

                
    

 

1 1 1 1 1

1 1 2 4 1
16 8 72 0

3 32 3 2 3 2
x y z y z

              
   

, 

2 2
1 1 19 9 24 72 0x y z    ,   2 2

1 1 19 9 24 3 0x y z    . 

Обозначаем 2 1x x , 2 1y y , 2 1 3z z  . 

В результате получаем 2

2

2

2

2

3/83/8
z

yx
 . Это каноническое уравнение 

гиперболического параболоида (см. рисунок 11). 
 
3.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
3.3.1 Следующие уравнения кривых 2-го порядка от переменных ,x y  

привести к каноническому виду и построить соответствующие линии на 
плоскости: 

1) 2 25 4 8 32 56 80 0x xy y x y      ; 

2) 248 64 32 16 11 0x xy x y     ;  

3) 2 22 4 2 4 0x xy y x     ;  

4) 2 28 7 6 6 9 0x xy y x y      ;  

5) 2 24 9 40 36 100 0x y x y     ;  

6) 2 2 4 11 0y y x    ;  

7) 2 216 9 64 18 199 0x y x y     . 

Ответы: 1) 
2 2
2 2 1

9 4

x y
  ; 2) 

2 2
2 2 1

1/ 4 1

y x
  ; 3) 2

2 22y x ; 4) 
2 2
2 2 1

9 1

x y
  ; 

5) 
2 2
2 2 1

9 4

x y
  ; 6) 2

2 24y x  ; 7) 
2 2
2 2 1

16 9

y x
  . 

3.3.2 Следующие уравнения поверхностей 2-го порядка от перемен-
ных , ,x y z  привести к каноническому виду и определить вид соответству-
ющей поверхности: 

1) 2 2 27 6 5 4 4 6 24 18 30 0x y z xy yz x y z         ; 

2) 2 2 22 5 2 2 4 2 2 10 2 1 0x y z xy xz yz x y z          ; 

3) 023 222  zzyx ; 

4) 01124632 222  zyxzyx . 
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Ответы: 1) эллипсоид 
2 2 2
2 2 2 1

2 1 2 / 3

x y z
   ; 2) эллиптический цилиндр 

2 2
2 2 1

2 1

x y
  ; 3) двуполостный гиперболоид 

2 2 2
2 2 2 1

1 1/ 3 1

x y z
    ; 4) эллипсоид 

2 2 2
2 2 2 1

24 12 8

x y z
   . 

 

3.4 Домашнее задание 
 
Рекомендуемая литература: [1, гл. 3, § 1–4]; [2; гл. 6, § 6.1–6.11; 

гл. 7, § 7.1–7.8]; [3, гл. 1, § 1.20–1.21]. 
 
3.4.1 Привести к каноническому виду следующие уравнения второй 

степени и построить соответствующие линии на плоскости или определить 
вид соответствующих поверхностей в пространстве: 

1) 2 25 6 5 16 16 0x xy y x y     ;  

2) 2 211 20 4 20 8 1 0x xy y x y      ;  

3) 2 22 3 0x xy y x y     ;  

4) 026 22  xxyy ;  

5) 2 2 24 4 8 10 4 4 16 16 10 3 0x y z xy xz yz x y z          ;   

6) 04442 222  zxxy . 

Ответы: 1) 
2 2
2 2 1

8 2

x y
  ; 2) 

2 2
2 2 1

5 / 9 5 /16

x y
  ; 3) 2

2 2

1

2
y x


 ; 

4) 
2 2
2 2 1

8 8

y x
  ; 5) гиперболический параболоид 

2 2
2 2

28 / 3 8 / 3

x y
z  ; 6) конус 

2 2 2
2 2 2 0

1 1 / 2 1 / 4

x y z
   . 
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