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1 Понятие функции. Основные элементарные функции 
 
1.1 Теоретическая часть 
 
Постоянной величиной называется величина, сохраняющая одно и то же 

значение. 
Величина, сохраняющая постоянное значение в условиях данного процес-

са, называется параметром. 
Переменной величиной называется величина, которая может принимать 

различные числовые значения. Если каждому значению x  множества 
( )X x X∈  поставлено в соответствие единственное значение y  множества 
( )Y y Y∈ , то переменная величина y  называется функцией переменной x  и 

обозначается ( )y f x= . 
При этом x  называется независимой переменной  (или аргументом),           

y  – зависимой переменной. 
Множество X  называется областью определения функции, множество           

Y  – областью значений функции. 
 
Способы задания функций: 
– аналитический способ, если функция задана формулой вида ( )y f x= ; 
 – табличный способ, если функция задана таблицей, содержащей значения 

аргумента x  и соответствующие значения функции ( )y f x= ; 
 – графический способ, если функция изображена в виде графика; 
 – словесный способ, если функция описана правилом её составления. 
К основным свойствам функции относятся чётность и нечетность, моно-

тонность, ограниченность, периодичность. 
 
1.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Найти ( )0f , ( )f x− , 1f
x

 
 
 

, если ( ) 21f x x= + . 

Решение 
 

( ) 20 1 0 1 1f = + = = ; 

( ) ( )2 21 1f x x x− = + − = + ; 

2 2 2

2 2

1 1 1 1 11 1 x xf
x x x xx

+ +   = + = + = =   
   

. 
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Пример 2 – Найти  область определения функции 4 26 5y x x= − − .  

Решение 
26 5 0x x− − ≥ ;   ( )( )1 5 0x x− − ≤ . 

Решаем неравенство методом интервалов. 

 
Очевидно, что [ ]1;5x∈ . 
 
 

Пример 3 – Найти область определения функции 2 3 4
xy

x x
=

− −
. 

Решение 
2 3 4 0x x− − ≠ ;      ( )( )1 4 0x x+ − ≠ ;     

1,
4.

x
x
≠ −

 ≠
 

Область определения функции ( ) ( ) ( ); 1 1;4 4;X = −∞ − − +∞  . 
 
Пример 4 – Найти область значений функции sin cosy x x= + . 

Решение 
 
Преобразуем функцию: 

1 12 sin cos 2 sin sin cos cos 2 sin
4 4 42 2

y x x x x xπ π π     = + = + = +         
. 

Так как sin 1
4

x π + ≤ 
 

, то 2 sin 2
4

x π + ≤ 
 

; 2y ≤ ; 2 2y− ≤ ≤ . 

Область значений 2; 2y  ∈ −  . 
 
Пример 5 – Выяснить четность (нечетность) функций: 

1) 3ctgy x x= − ;      2)  2 1
2 1

x

xy x +
= ⋅

−
;     3) ( )2 21 siny x x= − . 

Решение: 
 
1) ( ) ( )3 3ctg ctgf x x x x x− = − − − = − + , т. к. ( ) ( )f x f x− = − , то функция не-

четная; 
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2) ( ) ( ) 2 1 2 1
2 1 2 1

x x

x xf x x x
−

−

+ +
− = − =

− −
, т. к. ( ) ( )f x f x− = , то функция четная; 

3) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 sin 1 sinf x x x x x− = − − − = + , т. к. ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≠ ≠ − , функ-
ция ни четная, ни нечетная. 

 
1.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1.3.1 Найти область определения функций: 

1) 2
3log sin 4y x x= + − ;   4) 

2

2

3 2
log 1

x xy
x

− −
=

+
; 

2) ( ) 22 5 9y x x= − − ;    5) ( )2

3

2 lg 5

8

x x
y

x

− +
=

−
; 

3) 0,3
2 1log

5
xy

x
−

=
+

;    6) 2

2arccos
1

xy
x

=
+

.  

 
1.3.2  Найти область значений функций: 

1) 3sin cosy x x= + ;        2) 21
xy
x

=
+

;          3) 2 2y x x= − + + . 

 
1.3.3 Определить четность (нечетность) функций: 

1) 3 siny x x= ;                    3) 1lg
1

xy
x

+
=

−
;         5) ( )1

2
x xy e e−= + . 

2) 3 55y x x x= − + ;              4) 2 siny x x= + ; 
 
1.4 Домашнее задание 
 

1.4.1 Найти  






10
1f , ( )1f , )10(f , если  )arccos(lg)( xxf = . 

1.4.2 Найти область определения функций: 

1) 3 4 5+= xy ;          4) 1
1

2 −
=

x
y ;    

2) 
16

1
4 −

=
x

y ;            5) xxy sinlg25 2 +−= . 

3) 4
arcsin xy = ; 
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1.4.3 Выяснить, какая функция четная и какая нечетная: 

1) 22 11)( xxxf −−+= ;              2) xxxf cos2)( 5= . 
 
 
2 Предел числовой последовательности 
 
2.1 Теоретическая часть 
 
Если по некоторому закону каждому натуральному числу n  поставить в 

соответствие вполне определенное число na , то говорят, что задана числовая 
последовательность  

{ }na : 1a , 2a , …, na , … . 

Числовая последовательность – это функция натурального аргумента:  

( )nfan = , Nn∈ . 

Число A  называется пределом последовательности { }na  при n , стремя-
щемся к бесконечности, если для любого ε  > 0 найдется такое натуральное 
число ( )N N= ε , что для всех Nn >  имеет место неравенство na A− < ε .   

Кратко, при помощи кванторов 

( )( )lim 0 ( ) :nn
a A N N n N

→∞
= ⇔ ∀ε > ∃ = ε > ⇒ ε<− Aan . 

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, в против-
ном случае – расходящейся. 

Геометрический смысл предела числовой последовательности состоит в 
следующем: для достаточно больших n  члены последовательности как угодно 
мало отличаются от числа A  (по абсолютной величине меньше, чем на число ε , 
каким бы малым оно не было) (рисунок 1). 

                                                 

 
Рисунок 1 
 
 
Неравенство na A− < ε  равносильно неравенству nA a A− ε < < + ε . Следо-

вательно, все члены последовательности будут заключены в ε -окрестности 
точки a , какой бы узкой она ни была. 
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Вне ε -окрестности может быть лишь конечное число членов последова-
тельности. 

Теорема 1 (о существовании предела). Если последовательность { }na  мо-
нотонно возрастает (убывает) и сверху (снизу) ограничена, то она имеет предел. 

Теорема 2 (о числе е). Последовательность 

















 +=

n

n n
e 11  имеет предел. 

Этот предел обозначается буквой е: 

e
n

n

n
=






 +

∞→

11lim , где 7,2...5907182818284,2 ≈=e . 

Вычисление пределов последовательностей основано на приведении к 
«удобным» выражениям или при помощи теоремы 2. 

 
2.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Доказать, что ( ) .111lim =






 −
+

∞→ n

n

n
 

Решение 
( ) .11

n
a

n

n
−

+=  

Пусть, например, 0,1ε = . Тогда 1,01 <−na  или 
( )1

1 1
n

n
−

+ − < ε , т. е. 

1
n
< ε  выполняется при 10>n . Аналогично для 0,01ε =  1na − < ε  при  

100>n . Для  любого 0ε >  неравенство 
1
n
< ε  выполняется при 

1n >
ε

. Итак, 

1N∃ =
ε , что Nn >∀  1na − < ε , т. е. 

( ) .111lim =






 −
+

∞→ n

n

n  

Пример 2 – Вычислить предел  .
75
232lim 2

2

+−
−+

∞→ nn
nn

n
 

Решение 
 
Вынесем в числителе и знаменателе за скобки старшую степень 2n : 
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2
2

2
2

3 22
2lim ,
51 75n

n
n n

n
n n

→∞

 
+ − 

  =
 

− + 
 

 

т. к. при ∞→n  03
→

n
, 02

2 →
n

, 01
→

n
, 07

2 →
n . 

 

Пример 3 – Вычислить  367
2312lim 23

2

−+
−−

∞→ nn
nn

n
. 

Решение 
 
Вынесем за скобки старшую степень 3n : 
 

.0
7
0

367

2312

lim
367

2312

lim
3

32

3
3

32
3

==
−+

−+
=







 −+







 −+

∞→∞→

nn

nnn

nn
n

nnn
n

nn  

 

Пример 4 – Вычислить   .
12
134lim 2

3

++
−+

∞→ nn
nn

n
 

Решение 
 
Вынесем за скобки 3n : 

.121

134
lim

121

134
lim

3

32

32
3

32
3

+∞=
++

−+
=







 ++







 −+

∞→∞→

nnn

nn

nnn
n

nn
n

nn  

 

Из этих примеров можно сделать вывод 

предел 
 рациональ-

ной дроби =  
 при  n →∞  

,
;

0, ;
, .

отношению старших коэффициентов если
степени числителя и знаменателя равны

если степень числителя степени знаменателя
если степень числителя степени знаменателя




 <
∞ >
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Пример 5 – Вычислить ( )nnnn
n

−−−+
∞→

22 13lim . 
 
Решение 
 
Имеем неопределенность вида ( )∞−∞ . 
Умножим и разделим на выражение, сопряженное данному, и используем 

формулу 

ba
baba

+
−

=−
22

. 

( ) ( )
=







∞
∞

=
−+−+

−
=

−+−+

−−−+
∞→∞→ nnnn

n
nnnn

nnnn
nn 2222

22

13
14lim

13
13lim  

.2
11

4
11131

14
lim

2

=
+

=









−+−+







 −

=
∞→

nnn
n

n
n

n  

 
2.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
2.3.1 Вычислить пределы: 

1) 8712
132lim 2

2

−−
−+

∞→ nn
nn

n
;    7) 

( )
( ) ( )

! 2 !
lim

3 ! 1 !n

n n
n n n→∞

− +
+ + +

;     

2) 5
32lim

22 nnnn
n

−−+
∞→

;   8) nn
n

n +∞→ 10
lim

2

; 

3) 22
1173lim 3

2

−+
++

∞→ nn
nn

n
;    9) 








−
−

+∞→ 4
1

2
12lim 2nnn

; 

4) 4 4 5
4lim
+

−
∞→ n

n
n ;     10) 3 3

3

748
132lim

−+

−+
∞→ nn

nn
n ; 

5) 
( )2 ! 3 1 !

lim
( 1)! 4 !n

n n n
n n→∞

⋅ − −
+ −

;    11)  
12 1lim

2 3

n

n

n
n

−

→∞

+ 
 − 

; 

6) ( )3 3lim 2
n

n n n
→∞

+ − − ;    12) 1 1

5 3 2lim
3 5

n n

n nn + −→∞

− ⋅
−

. 
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2.3.2  Доказать, что .2
3
12lim =

+
−

∞→ n
n

n
 

 
Ответы:  

1) 1
6

; 2) 1
2

; 3) 0; 4) 1; 5) 2; 6) 0; 7) ∞; 8) ∞; 9) 0; 10) ∞; 11) 2е− ; 12) –5. 

 
2.4  Домашнее задание 
 
2.4.1 Вычислить пределы: 

1) 5
32lim 2 +

+
∞→ n

n
n

;                                  4) 
nnn

nn
n −++

++
∞→ 4 3

2

1
1lim ; 

2) 133
lim 24

3

+−
+

∞→ nn
nn

n ;                      5) 13
5lim 2

4

−+
−

∞→ nn
nn

n
; 

3) 

4 33 5lim
3 1

n

n

n
n

−

→∞

+ 
 −  ;            6) 

( ) ( )
( ) ( )2

1 ! 3 !
lim .

2 3 ! 2 !n

n n
n n n→∞

− + −
− + −  

 
Ответы:  

1) 0; 2) 0; 3) 8е ; 4) –1; 5) ∞; 6) 1
2

. 
 

2.4.2 Доказать, что .
2
1

62
31lim 2

2

−=
+
−

∞→ n
n

n
 

 
 
3 Предел функции в бесконечности и точке. Вычисление       

пределов 
 
3.1 Теоретическая часть 
 
Предел функции в бесконечности тесно связан с пределом числовой по-

следовательности. 
Число A  называется пределом функции )(xfy =  при ∞→x , если  для лю-

бого сколь угодно малого положительного числа 0ε >  найдется такое положи-
тельное число 0s > , зависящее от ε , что для всех x , таких, что x > ε , верно 
неравенство ( )f x A− < ε . 

С помощью логических символов имеем 
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( ) ( )( )( )( )lim ( ) 0 ( ) 0 : ( )
x

A f x s s x x s f x A
→∞

= ⇔ ∀ε > ∃ = ε > ∀ > − < ε . 

Выясним геометрический смысл определения (рисунок 2). 

 
Рисунок 2 
 

Для любого 0ε >  найдется такое число 0>s , что для sx >  соответству-
ющие  ординаты графика функции )(xfy =  будут заключены в полосе 
A y A− ε < < + ε , какой бы узкой она ни была. 

Пусть функция )(xfy =  задана в некоторой окрестности точки 0x , кроме, 
может быть, самой точки. 

Число A  называется пределом функции )(xfy =  при 0xx → , если для лю-
бого сколь угодно малого 0ε >  найдется такое положительное 0δ > , завися-
щее от ε , что для всех 0xx ≠  и удовлетворяющих условию 0x x− < δ  выпол-

няется условие ( )f x A− < ε . 
Запишем это определение с помощью кванторов: 

( ) ( )( )( ) ( )
0

0 0lim ( ) 0 ( ) 0 : ( ) .
x x

A f x x x x x f x A
→

= ⇔ ∀ε > ∃δ = δ ε > ∀ ≠ − < δ − < ε

. 

Рассмотрим геометрический смысл определения (рисунок 3). 

 
Рисунок 3 
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Для 0∀ε >  найдется такая δ -окрестность точки 0x , что для всех  0xx ≠  
из этой окрестности соответствующие ординаты графика )(xfy =  будут за-
ключены в полосе A y A− ε < < + ε , какой бы узкой она ни была. 

Если существуют пределы вида )0()(lim 0
00

−=
−→

xfxf
xx

 или 

)0()(lim 0
00

+=
+→

xfxf
xx

, то они называются односторонними пределами в точке 0x  

(предел слева и предел справа). 
Для вычисления пределов функции применяют основные теоремы о пре-

делах: 
 

1) CC
xx

=
→ 0

lim , где C  – постоянная; 

2) );(lim)(lim
00

xfCxfC
xxxx →→

⋅=⋅  

3) ( ) ( )
0 0 0

lim ( ) ( ) lim lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

± = ± ; 

4) ( ) ( )
0 0 0

lim ( ) ( ) lim lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ ; 

5) 
( ) 0

0

0

lim ( )
lim

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x
g x g x

→

→
→

= , если ( )
0

lim 0
x x

g x
→

≠ ; 

6) [ ]
( )

0

0 0

lim
( )lim ( ) lim ( ) x x

g x
g x

x x x x
f x f x →

→ →

 =    . 

 
3.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Доказать, что .5)32(lim

1
=+

→
x

x
 

Решение 
Пусть 0,1ε = , тогда ( ) ;1,0532 <−+x  ;1,022 <−x ; 05,01 <−x . 

Пусть 0,01ε = , тогда  005,01 <−x . 

Для любого  0ε >  1
2

x ε
− < ,  т. е.  .

2
ε

δ =  

Итак, для 0∀ε >  
2
ε

∃δ =  такое, что если выполняется неравенство 

1x − < δ , то верно и неравенство ( ) 5f x − < ε . 
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Пример 2 – Найти .
2

65lim 2

2

2 xx
xx

x −
+−

→
 

Решение 

Имеем неопределенность вида 







0
0

. Разложим числитель и знаменатель на 

множители: 
 

.
2
1

2
323lim

)2(
)3)(2(lim

22
−=

−
=

−
=

−
−−

→→ x
x

xx
xx

xx
 

 

Пример 3 – Найти .
4
62lim 22 −
−−+

→ x
xx

x
 

Решение 

Для раскрытия неопределенности 







0
0

 умножим числитель и знаменатель 

на выражение, сопряженное числителю:  
 

( )( ) ( )
=

−+++−
−

=
−+++−
−++−−+

→→ )62)(2)(2(
22lim

)62)(2)(2(
6262lim

22 xxxx
x

xxxx
xxxx

xx  

( ) ( ) .
8
1

224
2

62)2(
2lim

2
=

+
=

−+++
=

→ xxxx
 

 
 

Пример 4 – Найти .
12
1lim

2

+
−+−

∞→ x
xxx

x  

Решение 
 
Пусть  

,
12

111
lim

12

111
lim

12
1lim

22
2

2

+

−+−
=

+

−





 +−

=
+

−+−
=

∞→∞→∞→ x

x
xx

x

x

x
xx

x

x
xxxA

xxx
 

т. к. xx =2
. 

Если +∞→x , то xx = .  Полагаем, что 0>x , тогда  
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.0
02
11

12

1111
lim

2

=
+
−

=






 +









−





 +−

=
∞→

x
x

xx
x

A
x  

Если −∞→x , то xx −= . Полагаем, что 0<x , тогда 

.1
02
11

12

1111
lim

2

−=
+
−−

=






 +









+





 +−−

=
∞→

x
x

xx
x

A
x  

Итак, 
0 ,

1 .
при x

A
при x

→+∞
= − → −∞

 

 

Пример 5 – Найти .
1

2
1

1lim 21








−
−

−→ xxx
 

Решение 
 
Имеем неопределенность вида ( )∞−∞ . Приведем выражение к общему 

знаменателю: 

( )
( )( )

.
2
1

11
1

1
1lim

11
1lim

)1)(1(
21lim

1
2

1
1lim

1

1121

−=
+
−

=
+
−

=

=
+−

−−
=

+−
−+

=







−
−

−

→

→→→

x

xx
x

xx
x

xx

x

xxx

 

 
 

 
3.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Найти следующие пределы: 

1) 23
1lim 2

2

1 ++
−

−→ xx
x

x
;     4) 

3 2

3 21

2 2 1lim
3 3x

x x x
x x x→

− + −
− + −

; 

2) 
2

26

10 24lim
7 6x

x x
x x→

− +
− +

;    5) 
3 2

3 23

5 3 9lim
8 21 18x

x x x
x x x→−

+ + −
+ + +

; 

3) 
2

23

12lim
4 3x

x x
x x→−

− −
+ +

;     6) 
38

8lim
2x

x
x→

−
−

; 
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7) 31

1 3lim
1 1x x x→

 − − − 
;    14) x

x
x −−

+−
→ 51

53lim
4 ; 

8) 
3 2

2lim
3 4 3 2x

x x
x x→∞

 
− − + 

;   15) ( )2lim 1
x

x x x
→+∞

+ − ; 

9) 
3

10

5 2lim
10x

x x
x→∞

− +
+

;     16) 1
565lim 23

2

++
−+

∞→ xx
xx

x
; 

10) 16
31000lim 2

2

−
+

∞→ x
xx

x
;     17) 3 2 9

lim
+∞→ x

x
x ; 

11) 
3 2

21

3 2lim
7 6x

x x
x x→

− +
− +

;    18) lim
x

x

x x→∞ +
; 

12) 
0

1 1lim
x

x x
x→

+ − − ;    19) 
2

2

4 1lim
3 1

x

x

x
x→+∞

 −
 − 

; 

13) 
2

20

1 1lim
16 4x

x
x→

+ −

+ −
;    20) 

2

2

4 1lim
3 1

x

x

x
x→+∞

 −
 − 

. 

 
Ответы:  

1) –2;  2) 0,4; 3) 3,5; 4) 0,75; 5) 4; 6) 12; 7) –1; 8) 2
9

; 9) ∞; 10) 3;  

11) 0,6; 12) 1; 13) 4; 14) 1
3

− ; 15) 0,5; 16) 0; 17) ∞; 18) 1; 19) ∞; 20) 0. 

3.4 Домашнее задание 
 
Вычислить пределы: 

1) 67
128lim 2

2

6 +−
+−

→ xx
xx

x
;    4) 22

37lim
2 −+

−+
→ x

x
x ; 

2) 654
273lim 2

2

2 −−
+−

→ xx
xx

x
;    5) 3 3

2

52
299lim

+−

−−
∞→ x

xx
x

; 

3) 1
1lim

3

4

1 −
−

→ x
x

x ;     6) 







−
−

−→ 8
12

2
1lim 32 xxx

; 
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7) 







−

−∞→
x

xx
x

x 2

3

2
2lim ;    14) 

( ) ( )
( ) ( )

3 3

2 2

1 1
lim

1 1x

x x
x x→∞

+ − −

+ + −
; 

8) 
( ) ( )

5
2332lim 5

23

+
−+

∞→ x
xx

x
;    15) 

2

44

1lim
16 1x

x
x→∞

+

+
; 

9) 4 4 5
4lim
+

−
∞→ x

x
x ;     16) 

24

lim
1x

x x
x→∞

+
+ ; 

10) 
xx

x
x +∞→ 10
lim

2

;     17) 
( )3

3

1
lim

2 3 1x

x
x x→∞

−
+ +

; 

11) 45
2811lim 2

2

4 +−
+−

→ xx
xx

x
;    18) 2

2 1 1lim
7x

x
x x→∞

+ −
+ ; 

12) 65
82lim 2

2

2 ++
−−

−→ xx
xx

x
;    19) 2

3 2lim
2x

x
x x→∞

+ −
+ − ; 

13) 
4
8lim

364 −
−

→ x
x

x
;     20) 

3 2

3 21

2 2 3 3lim
1x

x x x
x x x→−

+ + +
+ + +

. 

 
Ответы:  

1) 0,8;  2) 5
11

; 3) 3
4

; 4) 2
3

; 5) –1; 6) 0,5; 7) 0,5; 8) 72; 9) 1; 10) ∞; 11) –1; 

12) –6; 13) 3; 14) 3; 15) 0,5; 16) 0; 17) 0,5; 18) 0; 19) 0; 20) 2,5. 
 

 
4 Замечательные пределы. Применение бесконечно             

малых величин к вычислению пределов 
 
4.1 Теоретическая часть 
 

Первым замечательным пределом называется  
0

sinlim 1
x

x
x→

= . 

Вторым замечательным пределом называется 1lim 1
x

x
e

x→∞

 + = 
 

 или 

( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ = , где  2,7e ≈ . Функция ( )xα  называется бесконечно малой вели-
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чиной (б. м. в.) при 0x x→ , если ( )
0

lim 0
x x

x
→

α = . Функция ( )f x  называется бес-

конечно большой величиной (б. б. в.) при 0x x→ , если ( )
0

lim
x x

f x
→

= ∞ . 

Между бесконечно малыми величинами  и бесконечно большими величи-
нами существует следующая связь: если функция ( )xα  есть бесконечно малая 

величина при 0x x→  (или x →∞ ) , то ( ) ( )
1f x
x

=
α

 есть бесконечно большая 

величина; обратно, если функция ( )f x  есть бесконечно большая величина при 

0x x→  (или x →∞ ), то функция  ( ) ( )
1x

f x
α =  есть бесконечно малая величина. 

Сравниваем бесконечно малые величины. 
Пусть ( )xα  и ( )xβ  – бесконечно малая величина при 0x x→ , тогда: 

1) если ( )
( )0

lim 0
x x

x
x→

α
=

β
, то ( )xα  называется бесконечно малой более высоко-

го порядка, чем ( )xβ ; 

2) если ( )
( )0

lim 0
x x

x
C

x→

α
= ≠

β
, то ( )xα  и ( )xβ  называются бесконечно малыми 

величинами одного и того же порядка; 

3) если ( )
( )0

lim
x x

x
x→

α
= ∞

β
, то ( )xα  называется бесконечно малой величиной 

низшего порядка по сравнению с ( )xβ ; 

4) если ( )
( )0

lim 1
x x

x
x→

α
=

β
, то ( )xα  и ( )xβ  называются эквивалентными беско-

нечно малыми величинами и обозначаются  ( )xα  ~ ( )xβ . 
Основные эквивалентности (при 0x → ): 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

2

1) sin ~ ;

2) tg ~ ;

( )
3) 1 cos ~ ;

2

4) log 1 ~ ;
ln

5) 1 ~ ln ;

b

x

x x

x x

x
x

x
x

b
b x bα

α α

α α

α
− α

α
+α

− α

                     

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )

6) arcsin ~ ;

7) arctg ~ ;

8) 1 1 ~ .

9) ln 1 ~ ;

10) 1 ( ).

n

x

x x

x x

x n x

x x

e xα

α α

α α

+α − α

+α α

− α
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4.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Найти  .
5sin
3sinlim

0 x
x

x→
 

Решение 

.
5
3

5
5

5sinlim

3
3

3sinlim

5
5

5sin

3
3

3sin

lim
0
0

5sin
3sinlim

0

0

00
=

⋅

⋅
=

⋅

⋅
=






=

→

→

→→

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x

x
x

x

x

xx  

Здесь применен первый замечательный предел. 

Пример 2 – Найти .
2tg2
4cos1lim

0 xx
x

x ⋅
−

→
 

Решение 

21122coslim
2

2sinlim2
2sin2

2cos2sin2lim
0
0

2tg2
4cos1lim

00

2

00
=⋅⋅=⋅=

⋅
⋅

=





=

⋅
−

→→→→
x

x
x

xx
xx

xx
x

xxxx
. 

Пример 3 – Найти  ( ) .
5

1sin5lim 







−
⋅−

∞→ x
x

x
 

Решение 

( ) ( ) .1

5
1

5
1sin

lim0
5

1sin5lim =

−









−=⋅∞=







−
⋅−

∞→∞→

x

x
x

x
xx  

Пример 4 – Найти 
72 1lim

2 5

x

x

x
x→∞

+ 
 + 

. 

Решение 

( )
7 7 7

4 7
2 5 2 5 28 284 lim 142 5 2 5

2 1 2 1 4lim 1 lim 1 1 lim 1
2 5 2 5 2 5

41 lim .
2 5

x

x x x

x x x

x
x x x x

x x
x

x x
x x x

e e e
x

→∞

∞

→∞ →∞ →∞

− ⋅
+ + − −− −+ +

→∞

+ + −     = = + − = + =     + + +     

 −  = + = = =  + 
 

 

Здесь применили второй замечательный предел. 
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Пример 5 – Доказать, что порядок функции 
3

3
x

x−
 выше, чем порядок 

функции 2x  при  0→x . 
 
Решение 

( )

3

3

2 20 0 0

3lim lim lim 0
3 3x x x

x
x xx

x x x x→ → →

− = = =
− −

, 

т. е. функция 
3

3
x

x−
 есть бесконечно малая величина более высокого порядка, 

чем х2. 
 
Пример 6 – С помощью замены эквивалентных бесконечно малых величин 

найти пределы: 
 

1) ( )
0

ln 1 3
lim

sin5x

x
x→

+
;               3) ( )ln ln

lim
2 2x e

x
x e→ −

;             5) sin 2lim
sin5x

x
xπ→

. 

2) 
4 20

ln coslim
1 1x

x
x→ + −

;                4) 20

arctg 7lim
1xx

x
e−→ −

; 

 
Решение: 

 

1) ( ) ( )
0 0

ln 1 3 ~ 3ln 1 3 0 3 3lim lim ;
sin5 0 5 5sin5 ~ 5x x

x xx x
x xx x→ →

 + +  = = = =  
   

 

2) 
( )( )

=
−+

=





=

−+ →→

4

1cos1lnlim
0
0

11
coslnlim 204 20 x

x
x

x
xx  

 
( )( ) ( )( )20

ln 1 cos 1
4lim ln 1 cos 1 ~ cos 1

x

x
x x

x→

+ −
 = = + − − =   

 

2

2

2 20 0

1 cos 124lim 1 cos ~ 4lim 4 2
2 2x x

x
x xx

x x→ →

 −
= − = − = − = − ⋅ = − 

 
; 

3) 
( ) ( )( )

( ) =
−

−+
=






=

− →→ ex
x

ex
x

exex 2
1ln1lnlim

0
0

22
lnlnlim  
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( )( )[ ] ( ) ( ) =−
=

−
−

=−→−+=
→→ ex

e
x

ex
exxx

exex 2

ln
lim

2
lnlnlim1ln1ln1ln  

( ) ( )

ln 1 1 1 1lim lim lim
2 2 2 ( ) 2x e x e x e

x x
e x ee

x e x e e x e e→ → →

  + − −   −  = = = =
− − −

; 

4)   2 20 0

arctg 7 ~ 7arctg 7 7 7lim lim
1 2 21 ~ 2x xx x

x xx x
e xe x− −→ →

 
= = = − − −− − 

; 

5)   
sin 2lim
sin5x

x
xπ→

, 

где x2sin  и x5sin  – бесконечно малые величины, но x  – не бесконечно малая 
величина. Введём бесконечно малую величину xα = π − , тогда x = π −α . 

( )
( )

( )
( )0 0

0 0

sin 2 sin 2 2sin 2lim lim lim
sin5 sin5 sin 5 5

sin 2 ~ 2sin 2 2 2lim lim .
sin5 ~ 5sin5 5 5

x

x
x→π α→ α→

α→ α→

π − α π − α
= = =

π −α π − α

α α − α − α
= = = = − α αα α 

 

 

4.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
4.3.1 Найти пределы, используя первый замечательный предел: 

1) x

x

x

3
sin

lim
0→

;        6) 20

5coscoslim
x

xx
x

−
→

;            11) 
1

lim(1 ) tg
2x

xx
→

π
− ; 

2) x
x

x 2tg
lim

0→ ;        7) 30

sintglim
x

xx
x

−
→

;              12) x
x

x 7sin
3cos1lim 2

+
→π

; 

3) x
x

x 9sin
7sinlim 2

2

0→
;       8) x

x
x 2sin

tglim
π→

;                       13) 2

4

1 sin 2lim
( 4 )x

x
xπ

→

−
π −

; 

4) 2

2

0

2
sin

lim
x

x

x→
;        9) x

x
x 7sin

8cos1lim 20

−
→

;                14) 
1

cos( / 2)lim
1x

x
x→

π
−

; 

5) 20

cos 1lim
3x

x
x→

−
;  10) 

0

sin 3 sin 7lim
sin 5x

x x
x→

−
;          15) 

0

sin 2 sin8lim
4x

x x
x→

+
. 
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Ответы:  

1) 1
3

; 2) 1
2

; 3) 49
81

; 4) 1
4

; 5) 1
6

− ; 6) 12; 7) 1
2

; 8) 1
2

; 9) 
49
32 ; 10) 4

5
− ;  

11) 2
π

; 12) 
98
9 ; 13) 1

8
; 14) π ; 15) 5

2
. 

 
4.3.2 Найти пределы, используя второй замечательный предел: 

1) 
2

1

43
23lim

+

∞→








−
+

x

x x
x

;         6) x
x

x
1

0
)21(lim +

→
; 

2) 
6

2

2
2

1
3lim

−

∞→ 







−
+

x

x x
x

;    7) x
x

x sin
1

0
)(coslim

→
; 

3) 
53

2

2
2

1
4lim

−

∞→ 







−
+

x

x x
x

;  8) 33
1

)67(lim −

→
− x

x

x
x ; 

4) 
363

3

5 2lim
5 1

x

x

x
x

−

→∞

 −
 + 

;   9) ));ln)3(ln()5((lim xxx
x

−−⋅−
+∞→

 

5) x
x

x
3

2

0
)tg1(lim +

→
;     10) )).ln)1(ln((lim xxx

x
−+⋅

+∞→
 

 
Ответы:  

1) е ; 2) 4е ; 3) 15е ; 4) 
18
5е ; 5) 3е ; 6) 2е ; 7) 1; 8) 2е− ; 9) –3; 10) 1. 

 
 
4.3.3 Найти пределы, применяя эквивалентные бесконечно малые величины: 
 

1) 
34
)3sin(lim 23 +−

−
→ xx

x
x

;    5) 230 )(
5sin3sinlim

xx
xx

x −
⋅

→
; 

2) 20

1 cos4lim
2sin tg7x

x
x x x→

−
+

;    6) 
3

50

cos 1lim
cos 2 1x

x
x→

−
−

;                   

3)  
x

xx
x 3arcsin

2cos4coslim 20

−
→

;   7) 
( )

sin30

ln 1 sin
lim

2 1xx

x
→

+
−

; 

4) 20

coslnlim
x

x
x→

;    8) 
0

4 10lim
3 7

x x

x xx→

−
−

. 
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Ответы:  

1) 1
2

; 2) 8
9

; 3) 2
3

− ; 4) 1
2

− ; 5) 15; 6) 5
12

; 7) 1
3ln 2

; 8) ln 4 ln10
ln3 ln 7

−
−

. 

 
4.3.4 Сравнить бесконечно малые величины 2 2( ) sinx x xα =  и ( ) tgx x xβ =  с 

бесконечно малой величиной ( )x xγ =  при 0x → . 
 
4.4 Домашнее задание 
 
4.4.1 Найти пределы, используя первый замечательный предел: 

1) 2

3

0 16
cos1lim

x
x

x

−
→

;       8) x
xx

x 2cos
sincoslim

4

−
→
π

;  

2) 
0

1 coslim
sinx

x
x x→

−
;             9)  

2
2

2

sinlim tg
cosx

x x
xπ

→

 − 
 

; 

3) 2

2

sinlim
1

x

x
x→π

−
π

;         10) 
cos

2lim
x

x

x→π − π
; 

4) 
2

0

1 cos 2 tglim
sinx

x x
x x→

− +
;      11) 20

1 cos 4lim
x

x
x→

−
; 

5) 
0

1 sin 1 sinlim
tgx

x x
x→

+ − −
;   12) 

( )2
1 coslim

x

x
x→π

+

π−
; 

6) 
π

1 sin
2lim

πx

x

x→

−

−
;     13) xx

x
x 2sin

2cos1lim
3

0

−
→

; 

7) 
π

4

1 sin 2lim
1 cos4

x

x
x

→

−
+ ;      14) 

4

2 2coslim
4x

x
xπ

→

−
π− . 

    
 
Ответы:  

1) 3
32

; 2) 
4
1 ; 3) π

2
; 4) 3; 5) 1; 6) 0; 7) 1

4
; 8) 2

2
; 9) 0,5; 10) –0,5;  

11) 8; 12) 1
2

; 13) 3; 14) 2
4

− . 
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4.4.2 Найти пределы, используя второй замечательный предел: 

1) 
x

x x
x







 +

∞→

3lim ;                    7) 
1

2 sin
0

lim(1 ) x
x

x x
→

+ + ;              

2) 
x

x x
x 2

1
2lim 







+
+

∞→
;           8) ))ln)3)(ln(12((lim xxx

x
−++

+∞→
;   

3) 
2

3
32lim

−

∞→






 + x

x x
x

;               9) 4
2

2

2)53(lim −

→
− x

x

x
x ; 

4) 
x

x xx
xx









+−

−
∞→ 24

2lim 2

2

;         10) 3
2

3
)83(lim −

→
− x

x
x ; 

5) 
x

x xx
xx









+−
++

∞→ 62
34lim 2

2

;   11) ctg

0
lim(1 tg ) x

x
x

→
+ . 

6) x
x

x
1

0
)(coslim

→
;              

 
Ответы:  

1) 3е ; 2) 2е ; 3)
2
3е ; 4) 2е ; 5) 6е ; 6) 1; 7) e ; 8) 6; 9) 6e ; 10) 6e ; 11) e . 

 
4.4.3 Найти пределы, применяя эквивалентные бесконечно малые величины: 

1) 
)1ln(

1
arcsin

lim
2

0 x
x

x

x −
−

→
;       6) 

5

11

1lim
1xx

x
e −→

−
−

; 

2) 20

coslim
2

x
xe x

x

−
→

;         7) 
2

0

1lim
arcsin

x

x

e
x

−

→

−
; 

3) 

2
sin3arcsin

arctglim
2

0 xx

x
x

⋅
→ ;   8) 

( )( )
sin

30

3 3lim
tg / 2

tgx x

x x→

−
 ; 

4) 
7

0

1 sin 1 tglim
x

x x
x→

+ − +
;   9) 

3 2

30

1 1lim
3 1 1x

x
x→

+ −

+ −
; 

5) 
0

2 1lim
3 1

x

xx→

−
−

;     10) 2

23

0 5
lim

2

x
ee xx

x

−
→

. 
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Ответы:  

1) –1; 2) 3
2

; 3) 2
3

; 4) 8
7

; 5) ln 2
ln3

; 6) 1
5

; 7) –2; 8) 4ln3 ; 9) ∞; 10) 0,6. 

 
4.4.4 Сравнить бесконечно малые величины ( ) 1 cosx xα = −  и 

( )
3

3
xx

x
β =

−
  при 0→x . 

4.4.5 Сравнить бесконечно малые величины ( ) 2x xx e eα = −  и ( ) 2sinx xβ =   
при 0→x . 

4.4.5 Сравнить бесконечно малые величины ( ) 31x xα = −  и 

( ) 1x xβ = −   при 1→x . 
4.4.6 Найти значения параметра a , удовлетворяющие равенствам: 
 

1) 8
2

sinlim 2

2

0
=

→ x
ax

x ;   3) 2
4

)1ln(lim
0

=
+

→ x
ax

x
; 

2) 2
1

4
sinlim

0
=

→ x
ax

x ;    4) 
( ) 2
cos1

1lim
0

=
−

−
→ ax

ex x

x . 

 
Ответы:  
 
1) 4± ; 2) 2; 3) 8; 4) 1. 
 
 
5 Непрерывность и точки разрыва функций 
 
5.1 Теоретическая часть 
 
Функция )(xfy =  называется непрерывной в точке 0x , если: 
1) ( )xf  определена в точке 0x  и её окрестности; 
2) существуют конечные односторонние пределы )0()(lim 0

00

−=
−→

xfxf
xx

               

и )0()(lim 0
00

+=
+→

xfxf
xx

; 

3) эти пределы равны между собой и равны значению функции                  
в точке 0x . 

Если =
−→ 00

)(lim
xx

xf
00

)(lim
+→xx
xf , но в точке 0x  функция не определена,                      

то точка 0x  называется устранимой точкой разрыва. 



 26 

Если ≠
−→ 00

)(lim
xx

xf
00

)(lim
+→xx
xf , то точка 0x  называется точкой разрыва 1-го рода. 

Если хотя бы один из односторонних пределов не существует или является 
бесконечным, то  0x  – точка разрыва 2-го рода. 

Свойства функций, непрерывных в точке: 
1) если функции )(xf  и ( )g x  непрерывны в точке 0x , то их сумма 

( ) ( )f x g x+ , произведение ( ) ( )f x g x⋅ , частное ( )
( )

f x
g x

 ( )( )0 0g x ≠  также явля-

ются функциями, непрерывными в  точке 0x ; 
2) если функция ( )y f u=  непрерывна в точке 0u , а функция ( )u g x=  не-

прерывна в точке ( )0 0u g x= , то сложная функция ( )( )y f g x=  непрерыв-           
на в точке 0x ; 

3) если функция ( )y f x=  непрерывна в точке 0x , то обратная ей функция 
( )x g y=  непрерывна в точке 0y . 

 
5.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Установить характер точки разрыва функции ( )
31

1
xf x
x

+
=

+
. 

Решение 
 
Функция не определена в точке 1x = − . Вычислим односторонние                  

пределы: 

( )
( )( ) ( )

23
2

1 0 1 0 1 0 1 0

1 11lim lim lim lim 1 3;
1 1x x x x

x x xxf x x x
x x→− − →− − →− − →− −

+ − ++
= = = − + =

+ +
 

( )
( )( ) ( )

23
2

1 0 1 0 1 0 1 0

1 11lim lim lim lim 1 3.
1 1x x x x

x x xxf x x x
x x→− + →− + →− + →− +

+ − ++
= = = − + =

+ +
 

Так как ( ) ( )1 0 1 0f f− − = − + , но данная функция ( )f x  в точке 1x = −  не 
определена, то точка 1x = − есть точка устранимого разрыва. 

 

Разрыв можно устранить, положив  ( )
31 , 1,

1
3, 1.

x если xf x x
если x

 +
≠ −= +

 = −
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Пример 2 – Исследовать на непрерывность и найти точки разрыва функ-

ции ( )
2 , 3,

2 1, 3.
x если x

f x
x если x

 ≤
= 

+ >
 

Решение 
 
Данная функция определена на всей числовой оси, непрерывна для 
( ) ( );3 3;x∈ −∞ +∞ . Точкой разрыва может быть точка 3x = . Найдём односто-

ронние пределы: 

( ) 2

3 0
3 0 lim 9;

x
f x

→ −
− = =  

( ) ( )
3 0

3 0 lim 2 1 7.
x

f x
→ +

+ = + =  

Точка 3x =  – точка разрыва первого рода (конечного скачка)  (рисунок 4). 
 

 
Рисунок 4 
 

Пример 3 – Исследовать на непрерывность и найти точки разрыва функ-

ции ( )
1

1xf x e += . 

Решение 
 
Функция определена и непрерывна везде, кроме точки 1x = − . Найдем од-

носторонние пределы: 

( )
1

1
1 0

1 0 lim 0,x
x

f e +

→− −
− − = =     т. к.  1

1x
→−∞

+
; 

( )
1

1
1 0

1 0 lim ,x
x

f e +

→− +
− + = = +∞   т. к.  1

1x
→+∞

+
. 

Следовательно, точка 1x = −  – точка разрыва 2-го рода (бесконечного скачка). 
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Прямые 0y =  и 1y =  являются горизонтальными асимптотами. Построим 
схематично график функции (рисунок 5). 

 

 
Рисунок 5 

Пример 4 – Найти точки разрыва функции 1arctgy
x

= , определить их ха-

рактер и построить график функции. 
 
Решение 
 
Функция не определена при 0x = , т. е. 0x =  – точка разрыва. Найдем од-

носторонние пределы: 

( )
0 0

1 πlim arctg arctg ;
2x x→ +

= +∞ =  

( )
0 0

1 πlim arctg arctg .
2x x→ −

= −∞ = −  

Точка 0x =  – точка разрыва 1-го рода. 
Для построения схематичного графика найдём: 

( )1lim arctg arctg 0 0;
x x→+∞

= + =  

( )1lim arctg arctg 0 0.
x x→−∞

= − =  

Построим схематичный график (рисунок 6). 
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Рисунок 6 
 
 
5.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Определить точки разрыва функции, их характер и построить схематичный 

график функции: 
 

1)  ( ) 2

2, 1;
1, 1 1;

3 , 1;

x если x
f x x если x

x если x

+ < −
= + − ≤ ≤
 − >

      6)  ( )
1

82 xf x −= ; 

2)  ( ) 2

, 0;
, 0 2;
1, 2;

x если x
f x x если x

x если x

− ≤
= < ≤
 + >

         7)  ( )
1

34 1xf x −= + ; 

3)  ( )
, 0;

1 , 0 1;
1 , 1;

1

xe если x
f x x если x

если x
x


 ≤


= − < ≤

 >

−

              8)  ( ) 4
2

xf x
x
−

=
+

; 

4)  ( )
( )2

4
3

f x
x

=
−

;                                        9)  ( ) 2 4
xf x

x
=

−
; 

5)  ( )
3 , 1;

, 1;
4

x если x
f x x если x

x

− ≥ −
= 

< − +

          10)  ( ) 1arctg
1

f x
x

=
−

. 
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5.4 Домашнее задание 
 
Исследовать функции на непрерывность и построить схематично их                          

графики: 
 

1)  ( )

3, 1;
1, 1 3;

5, 3;

x если x
f x x если x

x если x

 < −
= − − ≤ ≤
− + >

             3)  ( ) 5
3

xf x
x
−

=
+

; 

2)  ( )
1, 0;

cos , 0 ;
1 , ;

если x
f x x если x

если x
x

π

π
π


− <


= ≤ ≤

 >

−

               4)  ( )
1

35 2xf x −= + . 

 

 

Тест по теме «Предел и непрерывность» 
1 Выяснить, какие из перечисленных функций бесконечно малые при 
0x → : 

а) 
1y
x

= ;  в) 
1

cos3
y

x
= ;  д) cos 2y x= . 

б) sin
3
xy =  ; г) 10y x= ;    

2 Выяснить, какие из перечисленных функций бесконечно большие при 
x →+∞ : 

а) 9y x= ;  в) 5 xy −= ;  д) 2

1y
x−= . 

б) arctgy x= ; г) 0,5logy x= ; 

3 Произведение двух бесконечно малой и бесконечно большой величин 
является: 

а) бесконечно малой величиной; 
б) бесконечно большой величиной; 
в) неопределенностью. 

4 Выяснить, какие из перечисленных функций непрерывны в точке 0x = : 

а) 
1y
x

= ;           б) 
1, 0;

, 0;
если x

y
x если x

≤
=  >

        в) tgy x= . 
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г) y x= ;  д) 
, 0;
, 0 3;

5, 3;

x если x
y x если x

x если x

− <
= ≤ ≤
− + >

 

5 Определить, какой из указанных пределов равен 3
2

: 

а) 
2

2

3 2 10lim
2 7 5x

x x
x x→∞

− −
+ +

;  в) 
2

3

3 2 10lim
2 7 5x

x x
x x→∞

− −
+ +

. 

б) 
3 2

2

3 2 10lim
2 7 5x

x x
x x→∞

− −
+ +

;  

6 Найти 

2
2

2

5lim ,
3

x

x

xa
x→∞

 +
=  + 

 в ответе указать ln a : 

а) 1;  б) –2;  в) 2;  г) 2
3

. 

7 Найти a , если 
4 2

4 2

5 3 18 1lim
18 3 2x

x x
ax x→∞

+ −
=

− +
. 

8 Найти a , если 
0

tglim 2
8x

ax
x→

= . 

Задания для самоконтроля 
 
Вариант 1 
 
1 Найти пределы: 

а) 
4 3

2 4

2 1lim
3x

x x
x x→∞

+ +
+

;    г) 
232

2

4lim
5

x

x

x
x

−

→∞

 +
 + 

;  

б) 
3

22

8lim
5 6x

x
x x→

−
− +

;    д) 
2

lim tg
2x

x x
π

→

π − 
 

; 

в) ( )lim 2 1 2 1
x

x x
→+∞

− − + ;  е) 
( )

22

arcsin 2
lim

2x

x
x x→−

+
+

. 

Ответы: а) 2; б) –12; в) 0; г) 3e ; д) –1; е) 1
2

− . 

2 Исследовать на непрерывность и найти точки разрыва функций (указать 
их характер): 
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а)  
1, 0;

1, 0;
x если x

y
x если x
− ≥

= − − <
   в) 1

1

1

1 2 x

y
+

=
+

. 

б) 2

5
9

y
x

=
− ; 

 
Вариант 2 
 
1 Найти пределы: 

а) 
3

3

4lim
1 8x

x x
x→∞

−
+ ;    г) 

27 3lim
7 1

x

x

x
x→∞

+ 
 − 

;  

б) 
2

23

6 9lim
9x

x x
x→

− +
−

;    д) 
0

lim(8 ctg )
x

x x
→

⋅ ; 

в) ( )lim 3 1 5
x

x x
→+∞

+ − + ;   е) 
3

20

cos 1lim
sin 3x

x
x→

−
.  

 

Ответы: а) 1
2

; б) 0; в) ∞; г) 
8
7e ; д) 8; е) 1

54
− . 

2 Исследовать на непрерывность и найти точки разрыва функций (указать 
их характер): 

 

а) 
3 1, 0;

3 1, 0;
x если x

y
x если x
+ ≥

= − + <
   в) 3

2

1

3 5x

y
−

=
+

. 

б) 2

7
16

y
x

=
− ; 
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